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(Αντί Προλόγου) 

Η Ελληνική Μαθηματική Εταιρεία έκρινε καλό , ο¬ 
πό το 1986, να συγκεντρώσει τα θέματα των Μαθη¬ 
ματικών στις Εισαγωγικές Εξετάσεις στα /ΙνώταΓΟ Εκ¬ 
παιδευτικά Ιδρύματα και να τα παρουσιάσει (μαζί βέ¬ 
βαια με ης λύσεις τους) σε μια ολοκληρωμένη έκ¬ 
δοση 

Στη συνέχεια με την προσθήκη των θεμάτων της 
Χρονιάς 1986 κυκλοφόρησε η δεύτερη έκδοση το 
1987. 

Το 1989 κυκλοφόρησε η τρίτη έκδοση με την προ¬ 
σθήκη των θεμάτων των χρόνων 1987 καί I988- Με 
Γίί την εξάντληση καί της 1 τρίτης έκδοσης προχωρή¬ 
σαμε στην τέταρτη έκδοση στην οποία συμπεριλαμ- 
βάνονται και τα θέματα Γου τελευταίοι} χρόνου 1989. 

Στόχος της έκδοσης αυτός είναι να πληροφορή¬ 
σει τους μαθητές ντο το επίπεδο και τη «φιλοσοφία» 
των θεμάτων που ζητούνται στις εισαγωγικές. Αυτό 
πιστεύουμε όη γίνεται όχι μόνο με την παράθεση των 
^Εκφωνήσεων# σΛλα και με τις Αν σεις που δίνονται 
κάθε θέμα. (Να σημειωθεί ότι έχουν ηαραληφθεί 
τα θέματα Γϊωμετρίας - Τριγωνομετρίας, επειδή το 
τελευταία χρόνια δεν συμπεριλαμβόνονται στις Εισα¬ 
γωγικές Εξετάσεις). 

Α ι γ γ γ 3 η έκδοση η ποτελεί μια προσφορά της ΕΜΕ 
προς την Νεολαίο μας καί πιστεύουμε, ότι δίνοντας 
αυτό το «στίγμα» των Μαθηματικών στις Εισαγωγικές 
Εξετάσεις οι Μαθηιές θα βοηθηθούν υτην προετοι¬ 
μασία τους , 

Το Διοικητικό Συμβούλιο της ΕΜΕ Ευχαριστεί το 
μέλος του Βαγγέλη Ντζιοχρήστο που επψελήθηκε τις 
τέααερις εκδόσεις και ιόν συνάδελφο Κώστα Μ πρού¬ 
χοντα που συνεργάσθηκε στην επεξεργασία παν θε¬ 
μάτων. 

Τα ΑΣ. της ΕΜΕ. 

Αθήνα 1990 
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1976 


πολυτονικός — φυσικομαθηματικός 
γεωπονοδασολογικός κύκλος 



α) ΔώοαίΈ τον οριομό ιης μηδενικής ακολουθίας* της αι> 
γκλίνονσας και της ςι<χιγι ΐΓ^ης ακολουθίας πραγματικών σριΠ 
μών. 

β) Δείξατε ότι οι μηδενικές *α» οι συγκλίνουσες ακολουθίες 
είνπι ((^ταγμένες. 



α) Θεωρία 
(5) Θεωρίπ 



Δίνεται η ΕξΙου>ϋη: 

(ο + 1) κ ] - (π“ + 5α — κ' + (α' + 5α 5) κ ία 4- I] = 0, 

α € Η - 1} 

π) Δείξτε όπ γιπ κάθε τιμή της τταραμέιρον α, η ϊξΕοωσπ έ¬ 
χει ρίζες που ατιϋτϋλοάυ γε·ιυμΕ?τρική πρόοδο. 

&) Αν παραστήσοομε με κ 2 τη ρίζα ττ*ς ^ΐϊϋΗΐης προ δεν ε- 
ξαρτάται από την παρά μέτρο α, προσδιορίστε τότε το α ώοΐ!: 
οι ρίζες Χι* Χ’, να αποτελούν αριθμητική πρόοδο 
γ) Δείξτε ότι για τις τιμές της παραμέτρου υ ιταο ϊΊρήκπτε 
σιην προηγούμενη ερώτηση η εξίσωση έχει τρεις Εοες ρίζες 








α) Εγ (α 4- 1)κ' — (·γγ -I- 5α ■“ + (α 3 + 6ο 5)* —(α+1}=ϋ** 

» (α + ΙΗχ ] - Ιϊ - ία 2 + 5α 5)χ (κ - 1) = 0 ^ 

« (π 4- 1)(χ - ΙΗχ 2 4 χ + 1) - (α 1 4 5α - 5)χ (κ - 1) - Ο « 
«■ ( χ - 1)[{ύ 4 1)χ ; *α 2 ¥ 4α - 6)χ 4 (α 4 1)] - 0 » χ = 1 

ή (□ 4 1)χ" {α 3 4 4α - 6)χ 4 α 4 1 = 0. 

' Αρα ρΐϊ^ες της αρχικής Είναι οι Κι τ χ:, χι ώιιου α-,· = 1 
και X], Χίι ρίΐίς της 

(α 4 13 χ ! - {α 3 4 4α - 6')χ 4 α 4 1 = 0 

Ειυΰι X; = 1 Α χ«χ 3 = α 7 1 = 1 ** 

α 4 1 

=» ΧιΧί = 1 “ χ! =* ΪΡ, Χ?< κι 

&ισδαχικπΐ άρΟΙ γΕωμ. προά6θϋ ανεξάρτητα από την Εκλογή 

Γ-αϋ ϋ. 


β} χι, χ· - 1, χ. διαδοχικοί όροι Αρ. πρόοδοο 
Χ| 4 Κ7 = Ξκ: « Χμ 4 Χί = 2 » 

<=χ --—— 55 £ » α 1 4 5β — Β=0»ο=ί ήα~^ 4 

π 4 1 


ΥΪ ϊ) α = 2 η {£) γίνεται 

3χ ί - 9Κ 1 + 9* - 3 = 0 « ίχ 1)> - 0 » κι = κ 3 - χ* - 1 

ϋ) α = — 4 η. [£) γινρτΓπ: 

- 3χ“ 4 9χ ζ - 9χ 4 3 = 0 ** - 3(χ - 1)* = 0 « 
χ, = Κι = Κί = 1 







α) Πολυώνυμο Π(κ) Ιχρι την ιδιότητα: ΠΕχ) = Π(1 — κ) (1) 
ώΐίίΐ£ ότι ιΰ ηαλϋώνομβ ΠίΧ> - Π£0) ό<αιρέίχαι Οπό το ΠΟ 
λυώνυμο Μ * (χ - 1) 

β) Πολυώυνμίΐ Ρίχ} έχει 71]^ ΐόΐόίιμϋ Ρ(χ) - Ρ£χ - 1), 
Λ^ίξτε ότι το πολυώνυμο Ρ(κ) είναι σταθερό πολυώνυμο 



σ) Το πολυώνυμο Π(κ) = Π{1 — χ) £1) 

για χ = 0 γίνεται: Π(0> = Π( 3) [2 ) 

ΗέτοντπΕ; Ρ(χ) - Π(χ) — Π(0) έχουμε 
ΡΙΟ) = Πίο) ΠίΟ) - ο 

και ύρο τα πολυώνυμο Ρ(κ) διαιρείται με τον χ. Ακόμη £Π£ΐδή 
ΗΙ) - ΠίΙ) - ™ και λόγω της (2) ΡΠ) - ΓΤ(0} - Π(0) = 0. 
το Ρ(χ} διαιρείται με το χ — 1. 

Αρα (ϋ Ρ(χ) βιάιρΐϊΐόι από το πολυώνυμο ηΊϊ I). 

Ρί 'ΕοΊίϋ: 

Ρί,χ) = α Μ χ Μ ■*■ αυ-ιίΡ' 1 4- α^ 2 χ μ ~ ί + ... + αμχ + αικ, 
τότε γιο χ — 0. έχουμε Ρ(0) = Ολ. 

Από τγι σχεοιη. 

Ρ(χ) — Ρ(χ — 1) για κ = 1, 2, ... ν, ν -1- 1 έχουμε 

ΡΠ) = ΡίΟ), Ρΐ2) - Ρ{1), ... Ρΐν} = Ρ(ν - 1), 

Ρ(ν + 1) = Ρΐν), 

και ώρα Ρ(0) ^ Ρΐ3| = Ρ(2| = ... - Ρ(ν) = Ρ{ν + ]). 

ΕπομέυΐΑΐς το πολυώνυμο Ρ(χ) - Ρ(χ) Ρ|Ό) μηδενίζετοι γα 
κ = 1, 2, ... ν, ν + 3 δηλαδή γιο τιμές του χ ΠΕριοοότερ*; 
από τον υποτιθέμενο Ιίαθυό ιύυ και άρο θα είναι το μηδενικό 
πολυώνυμο, 

ώηλαδή: Ρ(χ) - Ρ{0) = ΰ *· Ρ(χ) = Ρ{0) — ο 0 , 

'Αρυ Ρ(χ) οταΕ^μύ πολυώνυμο 






ο) Αν κ Έ Ζ* [θετικός ακέραιος^ δείξτε 6η ο αριθμός «' - 4η 
Ρ^ρίΓΓΚΓτπΕ μεταξύ ιων τετραγώνων 66ο διαδοχικών θετικιν 1 ·- 
ακεμαίων αριθμώ^, 

β) Εάν σ μ β, γ και Ε €■. 7*. (βετικοί ακέραιοι}, δείξτε ότι 


το γινόμενο: 




£ 

ΐΙ 


όίν μητϊρεί νο είναι θετικός υκέρπιος 



α) Είναι: 

κ ! + 4« < κ 3 ^ 4κ + 4 *+ κ ! +■ 4κ < {κ + 2γ 
και επειδή 

κ ΐ 1 * 2η > 1 » κ ? -I- 2κ + 2κ > κ 3 + 2κ + I » 

« κ 3 4 4κ> (κ + I) 5 

και άρα (κ + I) 3 < κ 3 + 4κ < (κ + 2)\ 

Επομένως ο κ 1 + 4κ περιέχεται μεταξύ των τετραγώνων 
των διαδοχικών ακέραιων, κ + 1 κεα κ + 2. 


'Εοτω 


■*ι/!_ίί β Ρ εζϊ~*^ 

ι γ ο I 


κ 


'*-**ϊΗγΓ<* 


(κ “ λ} 3 = ρκλ ** ^- Ρ-{ρ-Ι-2) — 4-1 = 0 (1) 


Η (]) έχει ρητούς οαντελβοτές και θέλουμε νάχει ρίζα τον 

Κ 

ρτίτά αριθμό —Άρα θα πρέπει 
λ 

Λ — (μ -I 2) 3 4 = ρ 3 + 4ρ = τέλειο τετράγωνο ακεραίου αριθμού 


Ατοπο οπό ίο ία}, Άρα 

\ β δ 


δ _ρ 

γ α 


9 Ζ1 


10 










1976 


οικονομικός κύκλος 


ζήτημα πρώτα 


Να απαΰεΕξεΓί ιούς τΰπους ηοο δίνουν ταυ ν-οοτό όρο και 
™ άϋροομπ ταιν ν πρώτων ορών γεωμεΓ,ρικήί; προόδου 



Θεωρία 


ζήτημα 6τΰτ£ρ» 


Να λυβεί ίΰ ίϊϋΟτημα: 

χ - μ = α 3 η) 


(Ιθφί)' -I- Εϊοαίν^ " -- [Ιθ 9 π}\ α Ε Ζ* 


(?) 


απάνηΐ’Γτη 

Για να έχουν νόιίμα ϋΐ ϊΰ^κ και Ιίκ^μ πρ#τπκ3 κ > 0 και μ > ίΙ 

Αιιή ιην (I) κχουμρ; 

Ιθ3 <κ ■ V) - &ο3 (α 1 ) » Ιθ9 κ + Ιϋ$& = 2 π (3) 
Από τι*|ν [2} έχουμε: 

(ΙαΞχ)- -I- (Ιο#)* = γ (Ιο^ύ)" * (Ια^χ + ίθ£ϊΥ)· — 2 103 * Ιθ$γ — 


1Ϊ 

















= ^ (ΙαφΟ' 4 !θ3 Γ ϋ 2 Ιθ9Χ Ιο&τ = γ <=* 

3 

« Ιθ£|χ Ιο^ν - τ Ιο* 3 'α ( 4 ) 

4 

Απύ ίίΐ; (3) και (4) ίχΰυμϋ ότι ΟΙ ίο(| χ και ^3ν Ρίνπι ρίζρς της 


Ο 

ίρομίΟής: ω' — 2 }θ3π 1 ιυ + — Ιο<ι η = 0 « 

« 4ω - Β Ιοβα 1 ω -ι- 3 Ιο^ □ ~ ΰ 
Λϋνονιας ΐην ϋξίοωοπ (5) έχίΜίμΐ: 


’ ίοί — — Ιο^α = Ιοβ (α\/α) 

4 3ο«ι ± 2 ϋοορι * 

ω =---— =* I 

η 0*ι = — ΙϋΒ^ - 1*1 (ν α) 

Επομένως (Ιΰ^χ = ϊο^ (ο \/α} και ]οβ^ = Ι^ί ί\/ΰ) (6) 

ή (Ιο^χ — ΙιΐΒ «ο ι Ι^ΐΐν — (ό ν Γ ρ)ΐ (7) 

Από τις <6) έ^υμε· τη λϋοη (κ, μ) = <α */α γ ν'α) 

Αίΐό πς (7) έχουμε Ιη λύίΐΐη (ΐ, μ)· — (^/α» ΕΓί/ο)- 




1977 


πολυτεχνικός — φυσικομαθηματικός 




α) Νά ΰίΕζεΐϊ- ότι μια γνήσιας, ι|>ΓΜυσι:ίκι συνάρτηση μπορεί 
υσ έ=χΐ ι το πολύ ένα σημείο μηδενισμού στο ιιεδίο ορισμού 


της. 


&) Με τη βοήθεια των τταραγώγων να δείξετε ότι η οπυύ(·3- 
τηαη ψίχ) = ο*, όπου ο < ο < ], ρϊνπι γντγσίως φθίνοασσ συ 
νάρτηση στο σύνολο των πραγματικών αριθμών. 

Υ) ΓνΐοριζυυμΕ ότι η εξίσωση Λ* + 4* - 5 1 έχει τη λύση * - £ 
Να δείξετε ότι η εξίσωση αοιή δεν £χει άλλη λύπη στο σύνο¬ 
λα των πραγματικών αριθμών 



ο) Εστω ί : Α — Ή μία ννωσίως φθίνοοσα αυνάρττγαη τόιε: 

νκι. χ 2 V Α με Κι. < Κι ** ΐ (χ<) > ί {χ;>). 

Έστω τώρα όιι πι 1 μηδενίζίιοι για δώα οημι-ία χι, χ. 2 Ε Α με 
κι ^ χ; και έατω κι < χ 5 . Τότε σπό τον ορισμό της γνησίως 
φθίνσυοας συνάρτησης θα έχουμε: 

0 — |(κι) > ΐ{χ:ϊ) = 0 =» 0 > 0 άτοπο 

'Λρο η Γ μηδενίζεται σε ένα το πολό σημείο ίου ιωδίου ορι¬ 
σμού ττμς. 


Π) Είναι; 

ί' (κ) = (α Η )' — α* Ιο^α <0 Η να £ (0,1) και V κ θ (Η, 


γιατί Ιο^α < 0 Ητειΰή 0 < α < ί Γ 
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Άμα η ί(κ) ρώοι γνησίους ρ&ίνουσα V * Ε Κ και ο ·_ (0„1) 
γ} Η 3 Κ + 4” ~ 5“ γράφεται: 


3* + 4’ = 5·* 


Α + Α = Α „ |2)“ + [±}' 

5* 5* 5* |5/ 15 


τΜτΓ-"" 


= 1 » 


θέτουμε 




1 *■*'(«> = 




< 0 


ούμΟευνα με το (β). 

Επομένως η ί(χ> είναι γνηοιως ψθίνσοΐκι οτο πεδίο ορισμού 
της Α = Β και επειδή μηδενίζεται για χ = 2 δεν μηδενίζεται 
για άλλη τιμιή του πεδίου οριομού της, σύμφωνα με: το (πτ) 
Άρα η 3* + 4 Η = 5 11 έχει. μοναδική λόστ> την λ - 2. 



αί Να μελετήσει ο ίο ακράτΐττα της συνάρτησης: 

φ(κ) - α*· 1 + β« + γ, α ^ 0 

β} θεωρούμε το πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές 
Ρ(κ) = οχ 1 + β)!" 1 + γχ + δ, όπου ο > 0 και β" - 4α>· Κ 0. 
Να δείξετε ότι για οπαία υαδήιιστί! Ετώφοραμς μεταξύ τους προ 
γματικϋύς αριθμούς κ, λ με κ ■ λ ί ί> ισχύει η σχέση; 

Ρ(κϊ Ρ(λ) .. 4αγ - β 3 
"κ-λ :ί 4ο * 



σ) Η συνάρτηση οί*ί — σχ' 4 βχ + γ έχει πεδίο· ορισμού 
ίο Α — Ηΐ. Θέτοντας ψ{χ) = ν έχουμε: 

%/ — σχ 2 + βχ + γ » αχ ϋ + βχ + γ — ^ = η (1) 
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Επειδή χ Ε Ιί για να έχει η |1) λύσεις πραγματικούς αριθμούς 


















πρέπει Δ ^ Ο ^ β 3 - 4σ (ν - μ) ^ Ο ^ 

«■ 0" — 4σγ + 4ον ^ Ο 4αγ ^ 4αγ β' 

ώιακρίί>ουμΐΕ τίς πίριητώοεις: 


ϊ} α > Ο ηΰπΕ γ ^ 


4αγ - [ί : 


και η φ(χ,) έχίπ ελήχίΓπη ιό 


4ογ - β ; 
4α 


για κ = — 


Ίΰγ ™ β* 

ϋί α < 0 τότ£ ]ί ί - - ·■ ■- και η φ{χ) έχ,ΐΐ μέτγιιτία τ« 

•1.Ί 


4α> — β· 2 
4α 


ΥΙΌ Κ 


0ί Έχουμε Ρ(κ) - Ρΐλ) = 

- (αχ 3 + βκ' 4- γ« + 6) - (αλ 1 4 βλ 2 + γλ + £) = 

= □ (κ 1 - λ 1 ) 4 β (κ 1 - λ ζ ) + γ (κ - λ) = 

= (κ - λ) (π (κ 1 4- κ* 4- λ 2 ) + β (κ + X} + γί = 

= (κ - λ) (σ (χ + λ) 3 - ακλ +- ρ ίκ + λ) +- ¥ ] * Ρ<κ> - ΡΐΜ = 

= (κ - λ) (α: (κ + λ) ; — ακλ 4 β {κ 4 X) 4 γ| 

κΰι επειδή κ Υ λ ΒιαιρώΥτας με κ — λ και τπ 56 ο μέλη 


έχΟ-υμε: 


ΡΜ ~ Ρΐλ> _ 
κ - λ 


_ (κ — λ) [α (κ 4 λ) 1 ~ ακλ -I- [3 (κ -I- λ) 4 γ] 

Η - λ 


Ρίκ> - Ρ(λ) 

κ — λ 


= α (κ + λ) 1 * — ακλ 4 β (κ 4 λ) -|- γ =* 


«> —- - — = {ο (κ + λ) 1 — ακΧ + β (κ 4- λ) 4- γ| 

κ ~ Λ 

Επ£ΐ 6 ή α > 0 και β* — 4 αγ ^ 0 6 α 8 ^ι 

α (κ 4 λ) 1 4 £ (κ + X} + γ > Ο ν(κ + λ) Ε Ρ 
Επειδή κλ ^ 0 και α !> 0 έχουμε; 


ακλ 0 =* — ακλ =? 0. 




' Αρη α £κ +■ σκΑ 4- [ί {κ ■+■ λ) + γ ^ 0 
και η ϋ) γράφεται 
Ρίκ) - Ρ(Μ 


κ — Λ 


Ρίκ^- Ρίλ) 


=* ο (κ + λ) · ακΛ + |3 (κ 4- λ) +- γ > 
5= α (κ + λ) 3 -4 5 ίκ -4- λ) 4- γ =9 


Η — λ 


^ ο (κ ί λ)' 4 β (κ 4- λ) + ν 


( 2 ) 


Τρ τριώνυμο ο(κ ίλ) I (ϊ (κ + λ) - γ, ρτρβή α > 0 -και 

|1 - 4ΐΐγ ^ 0 έχει «λ4χκηθ ΤΡ ——Γ ^ καί Ί £2} γίνεται: 


Ρ(κ} Ρ(λ) 


Κ — λ 

και τελικά 


4·π 


> Π (κ + X) 2 + Ρ ίκ + λ) + γ ——- 

4α 


Ρ(κ] Ρ(Α) 


κ — λ 


4αγ — β 2 
% 



Για κΰθί όχι αρνητικό πραγματικό αριθμό α να βρείτε τοιχ. 
μιγαβικούτ; αριθμούς ζ — X 4 ίγ, 0Ι1Ο0 χ Και ^ πραγματικοί 
αριθμοί, παν ικανοποιούν την ισότητα 

\τ\ ι — 2\ζ + 2 ■ ο * |1 + 1} = 0 (1) 

(Σημείωση: Το ί Είναι η φανταστική μονάδα}. 



Γνωρίζουμε όπ |ζ| = χ/χ ] I- ^ +* |ζ[ 3 - ** 4- και η (I) 

γράφεται χ~ + γ 3 2ί (κ + ϊγ) + 2α {1 4 0 = 0*· 

« κ + </ - 2ίκ - 2\*ν + 2α Η- £αί = 0 « 

** η* + μ 1 + 2V + 3α + 2 (α χ)ί^0 

από την οποία έχουμε; 
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χ' + 4- 2α ™ Ο 

σ — χ = Ο 


ΐτ + + α 1 + 2α = Ο (?) 

χ = υ 

Επειδή ^ Έ ϊΐ, ηρέϊΐΐι 

Δ = 1 “ (□" + ϊει) 3*β « — {σ' 4τ 2α — 1) 5= Ο « 

« π· 1 + 2α - 1^ Ο « - 1 - ^/2 £ α £ - I + ν"2 
κπι Επειδή α 0,. Ιχοομε: 0^α^~ ΐ + ^2 

Οι ρίΐ>ς της (2) είναι μι ,3 = — I ± </ϊ ο* 2α 

και οι λόσεκ; της εί;ίσυ*ϋης είναι 

ϊ = α + ϊ ( I ± ύ 7 2 α), 
με 0 £ ο ^ - 1 + τ/2. 



α) Να αποδείξει ε ύτι Ια^χ — (Ια^) + <Ιο<]:^> Λ ίΐΐ όπου α* β, 
κ Είναι Οτπκοί αριθμοί α τ 4 1 και β ^ I. 
β) Δίνεται η συνάρτηση: φξ,χ) — 1ρ<ρί 4- Ιϋ^. 

Να εκφράσετε αυτή τη συνάρτηση με ιη βοήίθοο τππ λο¬ 
γάριθμου χ με βίίαη τα γινόμενα Ο * β βο^ίί) ΚίΓΙ ΤΟϋ λογά 
ριθμϋυ α με βάαη β (Ιοβα). 

Στη πηνίχειιττ νσ προσδιορίσετε το πρόσημο ιης ουνώρτη- 
οης απτής για ιις διάφορες βτηκΐς τιμίς του χ μι την προΰ- 
τΐόθέΰη άτι 0 < ο < 1 και β > I. 



σ) Ιθ£ΐχ = ω *+ β" - χ ** Ισ^χ = Ιο^β·” <-> 

Ρ π □ 

» 1ο9χ = ιμίοιίβ « Ιο^κ — Ιοοβ - &α9Χ- 

κ π: = Ι> (! 

β) φ(χ) - Ι»5χ 4" Ιθ9χ = 

— ιο^χ ■ Ιθ9(αβ) 4- 1ο8κ 1θ3αβ = 

πΡ ° βΡ· ρ 

- ίο^χ |Ι 4- Ιθ9β 4- Ιο9σ -4- 1| — 

40 ^ ίΐ 

(Ιο 3 π 4- I) 1 

]π3α 
μ 


“ Ιοβ „ κ » 


Ιοςσ 

Ρ 


4- Ιουα + 2 ~ Ισ^χ 


ϋΡ 










με την πρόοθεπι υπό&Εοη α|& # , 


Γ Εχουμε: ° " ° ^ | | ]ϋ9α < Ο και Ιο^,α ^ - I 


αφού αβ ■■/■ 3 


Άρα το τιρ^ιημα της φ(χ.) Εξαρφάται από το πρόσημο 
της Ιρημ. 

υ Ρ 


Λιακρίνοομΐ τις πτριπτώοΕίς: 


0 < κ < 1 ^ ίο3Μ < 0 Άρα φ(χ> >0 \/χ€ (Ο, 1) 

ίφ 

* σβ> ΙΟΙ =5 Ια™ > 0 ' Αρα φ<κ) <0 νχ£ (1 Ρ +«0 

“Μ 

ΐ'* = 1 =* Ιοβΐ = 0 Άρα ί{κ) = 0 


0<3ί < Ι=>Ϊ 09 ϊ >0 Άρα φ(χ)<0 νχΕ (0,1) 

*?ί 

• 0<αβ<1: χ>1 =* Ι09* <0 Άρ<ιφ{κ)>0 \/χ€ (1, + λ) 

πρ 

Ιι χ = 1 **ίο^χ — 0 Άρα φ(κ) == 0 



1977 


οικονομικός κύκλος 



ο) Δώστ£ ιον αριθμό της αρμονικής προόδου 
βί Να ΕέίξρτΕ ότι, για να Είναι οι διόφπροι μεταξύ τους 
πραγματικοί αριθμοί ο Γ γ με ικ; σειρά που δίδονται, διαδο¬ 
χικοί όροι ίιρμονοκής προόδου πρίτιει και αρκεί οι αριθμοί 
αιϊτοι νπ είναι δίφοροι τον μηδΐνός κσι να πληρούν ιην 


ανοΛΰ-για: 


α - [ΐ _ {? 

Β “ ¥ ¥ 



α) Θεωρία 


3) Αφού οι αριθμοί α, (1, γ ρίναι διαδοχικοί όροι αρμονικής 
ΓιροόΟϊϊυ θΰ Είναι ο ■ δ 


I 1 1 Λ 

γ Φ 0, και οι —, —η — θα 

α (5 γ 

είναι 6 μ δομικοί όροι αριθμητικής, προόδου. 


Τΰ " τ-- 


1 1 _1_ 

α V |3 

=* _& - εβ. 

Ρ - γ βγ 

οφαΰ (3 Φ γ τπό υπόθεση 


α 


& 0 - γ 


πρ |3γ 

ο — Ρ _α_ 

Ρ ” ¥ ¥ 


(1) 


Αντίίττρηφπ: η (1} γράφεται: 

ο — Ρ _ α_ __ α " Ρ _ _β - γ _^ ί _1_ _1_1 

|ϊ-γγ π|3 &γ 3 α γ 0 

















άρπ οι πριΟμηί —, , — απΟττ^ρών ΐηα&σχίΜΐιοάς όρονς 

ίΐ ρ ^ 

αριθμητικής προόδρπ και επομένως οι α, β. γ πππτΕλούυ 6ιπ 
δοχικοός όρους αρμονικήν προόδου. 



Να λϊίθίί το σύστημα: μ = κ νν 

(1) 

> 

1! 

V 

(2) 

ώπυο χ„ μ Θεγεκοι ορϋθρίϊΐ 





χ, μ Ε βί 


ΙύίΒΓ = νν Ιίΐ9* 
«■ 41ϋ9Χ = \ίγ Μν 
Κ V > ο 


][*£ν — Ζ ^ Ιεβχ 
« 4Ϊ03ΡΪ. = \/ V 1^9^ *» 

4Ιο3 χ (ΡΦ' “ ¥ (·?9* 

X, μ>0 


Ιθ9ν “ ΖΫ^α 
<=> 4Ιο*]χ = \/μ 1ιΐ9ν 
& 09 * Ιϋ£μ <ν - 4) = (I 
χ > ΰ, ν > ί 


1θ£Β> - Λ (Ο®* 

4|ο5χ = Ζύ Ιθ3¥ Π 
Ιο^χ = 0 
χ, V > 0 


Ιοίΐν = Ζν Ιρ^χ 
ή 4ΐθί3Χ = \/ν Ιΐο^ν ή 
^0*51· = 0 
Μ, ¥>0 


Ιιοα^' — ν^ο^< 

4Ιο^χ — Ζϊ Ιΰ<3Υ ** 
5/ = 4 
*, μ >0 
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πολυτεχνικός — φυσικομαθηματικός 
γεωπονοδασολογικός κύκλος 



Αν ψ ουνάρττγαη ταυ Α ατο Β και ο συνάρτηση του Β στο 
[ τότε τη σύνθεση της 0 με τη σ θα την παραϋΐησοϋμε, όπως 
συνηθίζεται με ο ο <?. 

αί Να δΐΐξΕΈΕ άτι η σύνθεση συναρτήσεων ίχπ την προσε 
τπφίαπκή ιδιότητα, 

β) Αν είναι φ συνάρτηση του Α στο Α, ιότε ορίζουμε <φ. = 
φ και ,(. = φ| οψ; "τ/ν £ Ν. Α, Αν είναι τσ σύνολο τιμών 
της Ο^γ να δίδετε ότι για κάθε φυσικό ν πο σύνολο Α, τ ι είναι 
υποοόνολα του Α,, 

γ} Αν η φ είναι επί γοο Α, νσ δείξετε ότι το Ιβ&ο ιαχύει και 
γιο τη πνναρτηαη φ υμ V ν Ε Ν 



Έχονμί ώ β = Α, Δν =·Β. Δί, ^ Γ 
Η συνάρτηση γ — <}σίσσφ)(χ]ί έχει πεδία ορισμού το 
ώ»ίοο*ι = {χ ϊ κ Ε Δοτή, Λ ο(·φ{κ)) Ε Δ 3 Ϊ = 

= '{* : κ € Δ(, Α ψίκ) Ε Δ* Λ σ(Φ(κ)) Ε Δ,| = 

= [χ ; χ Ε Α Λ φ(χ) ε Β Λ ο{φΜ) Ε Π = ώ (1) 
Η συνάρτηση ν - [£οο)οΦ {χΐ έχει πεδίο ορισμού το 

ΔίρΜίβφ = |κ : χ € Δψ Α ψ{ιΟ £ ύ^) = 

" 1* : κ € Δ 9 Λ φ{κ) Εώ Ρ Λ α(φί»}· Ε Δ^Ι = 

= 3* : χ Ε Α Λ φ(χ) Ε Β Λ σ(φ(χ)} ε Γ) - Δ ί2) 
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Από (1) Α ('£.) (ραίνεται 6 ή οι φίαοψί Λ ( 9 οο)αφ έχουν 

Τή ί 6 ιο πεδίο υμιαμί.ιη Δ, 

Επίσης έχουμε: 

V κ ί Λ: 3θίσοΦΜϊ!> = 9((σοφ)(χ}) = 9 ΜΦ(κ)) 

Α 

<0ΡθΜ> (χ) = (αοσΚφίχ}) = 3Ϊσ(Φ(χ)> 

' Αρσ ( 9 ο<ι>οί|Η = ίΐοΐίΧΝρ), 

β) θα &ΐίϋϊουμ£ φη: φί<πφ„ - φ^αΦι V ν £ Ν* (Επαγωγικό]!. 


Υ 

ν = 1 ισχύει 

Φ ιϋψν φυϋφι | 

τ 

φιοφ^-ι = φμ+ιοφι 


Έχουμε: φιθφγ+ι - φ. ; ο(φιθφΛ - Φιθ(φνΰψι) = 

— (φιΟφν) ο φι = φμΐ-ΐοφι 

Λρα φιοφμ = φί,οφι V ν ■£ Ν* 

Έχουμε: Α^ +] = Φη-ι(Α) - ξφιΟφΟ = {φ Μ θφι) ΐΑ) - 

= ΦΛ<ΜΑ)) ς ψ, (Α) = Κ =* Α*ι ] ξ. Αμ ν'ν ε Ν* 

γ) Φι(Α> - Α 

Αρσ Αν+ι = φ*+ι {Αί - (φίΟφΛ (Α) = (φνοφι) (Α) - 

■= φ^ΜΑ)) = φυ(Α) = Α, V ν € Ν* 

& 

' Αμά ήίι,Η.; οι άννομτήαε^" φι, είνι,ιι επί του Α. 



Αν είναι μ - η ? — να λΰαέΐι ογο αόνολο ίων 

Ο 0 


πραγματικών αριθμών την ανΐοωοιν 1 < Ιο^, 


(1) 


Να Βιακρ Ενετε τις περιττιώαεις ΐί>1καιο<μ<1. 
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Ϊχ - 2 \ π Α 4 

Ας ίεπτκϋμΕ ί{κ> - Ια^ | —-— μί 1/ = Χ' - ^ X- ^ 

ΕΕ«η Λ (0 — 

“{*= *’~τ*—5· >0 ·«■-τ’ 1- 3* 1 "“Τ' 5 · 0 

-4 


= |- *■. - γ| υ (Ζ, + °°) 


Για κάβί χ Ε Λ (Ο εί«Οΐ: 

[χ - 2 ] 


1.< Ιο& 


/ χ — 2 

** Ιο®,) < ΙόΒν I - - — 
31 V 1, X 


ν< 


ν>ι 


χ - Ζ 


ϋ<¥ < 1 


(Σ.) ή 


V > 


χ -£ 


[Σι] 


α) <Σ,) 


6μωι;: 


Χ' - 


4 

Τ* 


4 ... , 

3 

4 χ - 2 

^"ΊΓ" 


( 2 ) 

(3} 


(?) 


(3) 


3 Ικ - γ 


ΐ* + 1) > Ο =* χ < - 3 ή χ > γ 


■3χ (χ - Ζ) |κ — 
- 1 /ΪΟ 


~ 1 + ’/ϋά \ ί - 1 - /Ίθ \ 


Ά 


)(«-- 


ι <0 


< χ < Ο ή ■■ < κ < 2 

^ ί - ι - \/~ΐ° 

χ Ε ---„ — I 


και οι (Ζί, (3) οοναληθΐύοον γιο 
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Ομως πρέπει ϋ € ώ (I) και ώρα το χ Έ [— ^ -- I 


3 


Είναι λύσεις ι ης ανίαΐι>αης 


β* (Σϊ) 


ϋ < χ*' - — κ — < ] 


ι 4 4 κ 2 

χ —- Η - ” >- 


(4) 

(5) 


Από ί4) «* 2 < χ < γ 

Από (5)=ί-«<*< “— 1 - — — ή 0 < * < 


] 4 ν' ΪΟ 


ή κ > 2 Πρέπει X 6 Δ (ί). ' Αρο ιο » < χ < 
ή τα χ-·> 2 είναι λύσεις της ανίοωοης, 


- 1 - 



□ ) Να ίώοικτϊ τον ορισμό χαυ ορίου συνάρτησές ψ{χ) όταν 
τον χ — η» η συνάρτηση έχει όριο τσν πραγματικό αριθμό γ^.. 

(5) Νο 5ώσπτί μιο γεωμετρική ερμηνεία του ορισμού υντοΐι 
ως προς ένα καρτεσιανό σύστημα συντΓταγμΚίΐμν. 
γ) Νγ] βρείτΕ χρηαιμϋ-τιαιώνΊϋς γνωοτές ιδιότητες, τα όριο 

, ,, , χ 3 - 3* + 20 , 

της συνάρτησης ι|Η,χ) -ζ-:— όταν χ — 3 



σ) θεωρία 


[■>) Θεωρία 


γ) Είναι: 

Ϊ3 


ίίπ 


χ—3 

και ώρσ 

& 


ί* 3 - 3χ 4 20) - 3 : - 3 * 3 4- 2, 

(3χ - 4) = 3 ■ 3 - 4 = 5 

[ίσι {χ 3 - 3* 4 20) 

— _ = — = 4 

1^ (3χ - 4) 5 


- 20, 
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υ) Χρηαψοποιώντας τκ; μεθόδους ιου διαφαρικοά Λογισμού 
να ττπρο στήσετε νΡ^ρίκύ τη συνάρτηση: 

V = 1 + + 2Ϋ ίιο Δ ~[-3, - 1] 

β) ε^ϋ ϊί'ϊοΕίΐΕ. αν ειφαρμύφτσι το θεώρημα ταυ ΚοΙΙγ· για 
Μ|ν προηγούμενη συνόρτηοη ΟΤΟ £ιύυιη;κι Δ 



α} Έχουμε ί(χ) - 1 4- ^+%? | 1 - 3, — 1| 

1. Δι = (- 3, - 1] 

ϋ. ^υνεχιίς ατα Δ* ως σύνθεση συνεχών ουνσρηήσΗυυ. 

3 . ί(- 3 ) = 2 = (<- 1) 

4. Πλάγιες — οριζόντιες — κατηκόρυοκ; ασύμηιώτες· 6εν 
υπάρχουν αψαύ τα ± <*> δεν εΕάιι άκρα ταυ ώι και 
τούτο Εεν διακόπτεται πουθενά. 

5. α} ί' (χ) = 


ϊ) χ £ Δι [— 2\ είναι 


ΓΜ = (^ + ϊίΤ »[·*”*[ = 


= ν^Τ2}* ■ γ 


5 ' (χ 4 ~2Ϊ 


I 


■ 4 (χ + %Ϋ = 


4 %^(χ + 2) 

5 (χ + 2) 


ϋ) χ = 2 


ίεΕ 2) — Ιίαι 

*■ Λ ··Τ 


1 + ν< Η -ί- 2Ϋ \ _ . Ο'ϊΐίΓΤΙΓ 
κ + 2 “1 Ή - Γ '· χ -I ·2 





'Αρπ Γί- 2) = 3 
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β) Παρατη ρούμί άτι ·| Γίκ) Οκν μη 6 ετ 4 ζετσ:ι στο 


[- 3 - 2) υ {- 2 γ - ιι 


3 ) ί'Ίχ) = - 


χ + 2 



4 Οϊκ - 2}* 

5 κ + 3 


< (χ + 2) - 


(χ Υ 2) 1 


4 νί^ + 2Ϋ 
25 {χ + 2) 


ν*£[-3.-2)υ(-ί ρ - I] 


6} 3 Ηνακας 


* I -ϊ ·ι -ι ο 



β·) Η ί, 6εν πληρεΕ τις συνθήκες τπο Ηπί|ρ. Τ ο συμπέρασμα 
6 εο Ε^ρϋυμκ τι κάνει στη γενικότητα. Εδώ όμως πλ^μαύ- 
τσι ούτε αυτό αφού η Γ|χ) 5εν μτι&ΕνΙζεται, 
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οικονομικός κύκλος 



ΰ} Μα αποδείξτε την ΊΟίπύτητιι: υ 3 4 β 2 4 γ 3 3([βγ — 

_ (α + β + γ) ’ (σ' + + γ' - ο ’ β γ ν “ ¥ ' α} (1) 


β) Το άθροιομα ίριών πραγματικών αριθμών ΐοαύται μι 72, 
το γινόμενο συτών ισούτσι μιε 3 3-700 και τα άθροισμα των τρ 
τραγώνϊυ·ν των ισούτο» με 1730. Να ϋπολογίοειι. το άθροισμα 
των κάβων των τριών αυτών προη^ματικών αριθμών, 

Υιιό&ΕΐξΓγ Για τα ΰεύσερο μίίαρείιε να *μΓ)υιμυιτοΐήϋ£ίΕ προ¬ 
αιρετικά την προηγούμενη ταυτότητα, 



α) Έχουμε α 3 4 β 3 + γ 3, - 3αβγ = 

- (α 4 Ρ) 1 - 3α |ϊ Ϊύ 4 β) 4 γ 1 - 3α$γ = 

■ = ία 4 β) 1 - 3υ,ρ (α 4 β 4 γ) +/ = 

= (α 4 β 4 γ)' - 3 (σ + Ρ) ύ 1 (ο + β + ϊ) “ 

- 3 αβ (α + β 4 γ) = 

= (Ο 4 β 4 γ) Ι(ύ 4 β 4 γ} : - 3 (α 4 Ρ) ■ γ 3αβ{ = 

= ία 4 β 4 γ) (α 1 4β 3 4γ ! 4 2σβ 4 2αγ 4 2βγ - 

- 3αγ - 3βγ — 3σβ) = (α 4 3 + γ) {α 2 τβ 3 4γ 2 - 

- αβ - βγ - γαΚ 

3) Έστω ν. ζ οι αριθμοί. Σύμφωνα με τις αποθέσεις 
Είναι: 
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χ + γ+ζ =72 

(2Ϊ 



χμζ = 13700 

<3) 



X* 4 μ : 4 ΐ : = (730 

(4) 


Ατώ (2) 

=** (κ 4 μ 4 ζ) 3 = 72’ » 



** X 

4 γ-’ + ι 1 4 2 {χγ 4- γζ 4 ζχ) 

= 51Β4 

(5) 

Από (4), [5) 

=» 1730 4 2 <.χγ 4 γζ 4 ζχ) — 

5184 « 



» χγ 4 γζ 4 ΐχ = 1727 


(6) 

ΕϊνπΓ 

χ' 4 μ 1 4 ζ· - 




+ ΐ* ^ + ΐϊ [(χ* -τ γ 1 ) ζ*) - {«ν + V* + ζχ}] 
και με βάπη τις φ, ί3) (4). (6) εΐυπι: 

χ' 4 μ' -Η ΐ 1 = 3 - 13.700 + 72 <1730 1 727) = 41.316 



Δίνεται η ανίσυ,ιση: “'^ γ- -^-—— > £, όπου· ρ ιτραγμπ 

τικίις αριθμός. Να βρείτε γ^ο πσιές ακέραιες και θετικές τιπές 
ΓΟΟ β η «νίρωση Επαληθεύεται για κάθε πραγματική τιμή του 
χ. 



Τϋ τριώνυμο ϊ ; +κ + 1>ονϊ€Κ επειδή Δ = 3 < ΐϊ 

και η ανίοωοη γράφεται: ϋχ 1 4 2χ 4 2 > βχ' 4 βχ 4 |3 ^ 
« (3 - 3) >Γ 4 (2 - Ρ) χ 4 (2 - β) > 0 [1) 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις ι) 3 — Ρ = 0 ^ Ρ “ 3 καί η ύ- 
νΙαωση γράφεται χ < 1. ' Αμα πρέτιετ 3 — ρ ^ 0 

(ϋ) 3 β ^ 0 

Για υα αληθεύει η αμχική ανίιπυττη 4ίΐ ί Κ πρέπει: 


3 - Ρ > 0 

Δ <0 

τ* 

I 

Ρ < 3 

3β : + 163 - 20 < 0 

Ρ< 3 


φ 

Από (3) =*Ρ<2ήρ>γ 

3β ; 16β 4 20 > 0 

&) 


"Αρκτ μι {2)< (3) αυναλίίθΕύπάν για 0 < |5 < 2 και Επειδή 
β € Ζΐ, είμαι ρ - 1 
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πολυτεχνικός — φυσικομαθηματικός 
γεωπονοδασολογι κός κύκλος 



Αν ΠΊ,χ) = κ + Ξ 2ι -η + ζ:·') (] I- |ί^ 3 ) όπου 

2 ι, έ. ϊ-ΐνϋι δΰαμέναι μιγαδίκαϊ αριΟμοΕ, να ίϊΗξπε ότι Π(κΙ Γ- 0 
για κάβε πραγματικό αμιϋμά χ. Πάτε μπορεί να ιοχύει η ιρό 
τητα; 



Το Πίϊ) ΕΙΟΠ! δευτεροβάθμιο τριώνυμα μι πμργμπ-πκούί; 
συντελεστές. Άρα ιο πρόθημά τον εξσρτάται οπό το Λ 
και τα ρ. 

Εχουμε: ^ = |*. - ι,Ι* - ξΐ + Ι^Ι 3 ) ■ (1 + Ι^] 1 ) = 

- ίκι “ ΙιΜλ — τι) - (1 - |χι{*Κΐ + |2 ϊ] γ ) = 

= |£ιΓ' + 1 Ζτ|- εΐΏ - Ϊ2ΐι - I - ιζ11" - |Ζι|* - |ΖιΖι]* - 

= — ίΖ|Ζ? + 2ϊ2| + 1 4 *|;8| ίίΖ,) = 

= — [ζι^> {I + Ϊι 2 ι) + (I + Ιιϊι)] - 

— - <3 + ΪιΏΪ ■ (1 + *|Ζ|) = 

■ ~ [1 + ί,ϊίΙ 1 ^ ί) 

Επειδή είναι το Δ ταυ Π(χ) μικρότερο ή ίοο ταυ μηβε- 

νός- και « - I > 0 θα έχουμε· Π(κ) > 0 V χ £ Η 

] ο *ί = ν όταν Δ =, 0 ** ζιΖΐ ~ 1 και γίνεται τούτα 

όταν χ = — | ζ ι — 2 ]|. 


29 








ο) Τι καλείται ΓΓΰυί>ι.χΐ£ηιός των ν πραγμάτων ουή κ 
β) Να αποδείξετε του τύπο που δίνει τα πλήθος :ινν συν- 
βυαομών των ν πρσγμιάτων ανώ κ. Υποτίθεται ΰτι 1 -== κ -Γ- ν. 



α) ©£άιρ:ϋ 
β} ©εωρία 



η) Πότε μια συνάρτηση ψΐχI λίγεταί συνεχής σ' ενα σημείο 
Χιι ιυϋ αισίου ορισμού της;. Πότε μ(α συνάρτηση ψίχ,ι λέγΕτσι 
συνεχής σε ένα διάστημα; 

β) Να Εξετάσετε συ η συνάρτηση Φ(Ηί που ίϊΐνΕτσι από τσ 

, ι 1 

τύπο = κ' ημ , κ ^ 0 και - <,1 είναι συνεχής οτο 
χ 

σύνολο ί ων πραγματικών αριθμών. 



σ) Θεωρία 

β) Η συνάρτηση ψζιι} γράφεται: 


ί κ. ημ — Γ αν χ # 0 
Η 

0 , σν χ = 0 

Η ϋυνάριηυη ψίκ) ίΐνπι συνεχής € |- ™, 0) και (0, + ™) 

□σν γινόμενο των συνεχών συναρτήσεων *' και ημ — 

χ 

Στο Κιι - 0» είναι ήο) - 0 και |ισ| ΐ(χ} = γιατί: 

„ * 1 

ίίτήκ' = 0 και η ημ — είναι φραγμένη 

'Αρα [ συνεχής και στο χ 0 = ο και επομένως ( 
συνεχής στο ΙΚ. 
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Αΐνΐϊαι ένα παλινώνιτμο με πραγματικούς αυντΕλίτπές Πϊχ) 
βαθμοί ^ 2 , 

π) Να δείξετε ότι αν ο πραγματικός αριθμός ρ είναι πολλα¬ 
πλά ρίζα ΤΟΟ ΓΤ(χ) τότε Ο ρ είναι ρίζα της παραγωγού ΐίτυ 

Π(κ), 

β) Με τη βοήθεια ιης προηγούμενης ιδιότητας νπ προοπιπ- 
ρίοΕτε τους πραγικτπΚούς αριθμούς α ™\ β ώυτε ι υ πολυώ¬ 
νυμα Π(χ) - χ Τ (α — βΐ κ 1 · + 2αχ 5χ. + 4 να έχει πολ 
λ οπλή ρίζα τον αριθμό 1. 



α) Αφού τα πολυώνυμο Π(η) έχει (αν πραγματικό αριθμό ρ 
ρίζα ιηι πολλαπλότητα έατω ν θα έχουμε: 

Π(χ) « (κ - ΡΓ ■ ΠιΜ με Π,(ρ) * 0 (1) 

Γΐαραψωνίζοντας τη αχέοη αυτή ρντΜ μι-κ: 

ΓΓ(χ) = ν{χ ρΓ 1 * Πιίχ) + (χ — ρΓ Π·|(χ) =* 

=> ΓΓίχ) - (χ - ρΓ 1 ■ Ν Π,(*3 + (χ μ) Π',(χ)] (2> 

Θέτοντας φ(χ) — ν Πι(χ)· + (χ — ρ) Π'ι{χ} (3) 

έχουμε φ(ρ)· - ν Π^ρ) / 0 λόγω της {I) 

Η (3) λόγω της <3) γράφεται Γί'ίχϊ — {χ - ρ)" 1 ■ φ{χ) 6ηλ. 
η Π"{χ) έχει ρίζα τον πρνθμό μ μ£ Ηαλλαπλάτηία V — 1. 

Η χ — 1 είναι ρίζα ταα π( χ) πολλαπλή. ' Αρα η πολλα¬ 
πλότητα Οπ ώυύι ίοαλάχιστο 2 θάχσυμέ λοιπόν υποχρεωτικά 

Π( !.) = 0 Λ ΤΓ( 1 ) = α 


Από πς Π(1> = 0 Α ΪΤΠ) =0 

3α - β - 0 
παίρνουμε: Λ 

7α - 3(3 — 1 


ά = ■“ 


Α 



ι 

2 

3 

2 


Το Π(χ) τότε γίνεται: Π(χ) = χ" + χ' - χ" - 5* + 4 
' Εχουμε; Π{χ) = 4χ’ + 3χ 4 - Ξ* - ύ 


Π'» = 12χ' + όχ - 2 Α Π" {1) ΐ* 0. 

1 Αρχι η πολλαπλότητα της ρίζας χ — I είναι 2. 


3 ! 







1979 


οικονομικός κύκλος 



Αν ϋ, ^5, ν, 1\ Είνπι ρητοί αριθμοί και οι β. 6 ΐίνύΐ θβηχυί 
και όχι ΤΕ Τμά γυ.ινο ρητών, ΙΛΪ 6Ε:ΓξΕΤΕ·: ότι <ί + ιγβ = γ τ ·,/ΪΫ 
ότϋΐν και μόνο όταν α ~ γ ΚΟΙ β - ό, 



Αν α — γ και β = 6 τότε η σχέση προφανώς ιυχύΐίΐ γιατί: 



α — γ | 

' =*■ ΰ + ι/ίϊ = γ + ν'δ 



Αντίστροφοι 


αν α 1 ν' β - ϊ ί ν'δ χι ,|Γ β = γ α ·Ι ν'β =* (\/β) τ - 
- (γ — α + =» β — (γ — α) 3 + 5 + 2 (γ — □) ν ''5 =* 

«* 2 (γ -α) λ/ 6 = (β 6) (γ α) : 

Είυίιδη τα Εβήτερίΐ μέλος κίναι ρητός πρίφμόι:; ττρέπΐΊ και το 
πρώτο μέλος να ρίναι ρητός οηλ. 2 (γ α) ν'6 ρητός· Αντό 









Να λύσετε ΠΤΟ ίτύνηλο Κιΐν πραγματικών αριθμών ίϋ ϋύ- 


ΟΐΓ]μα. 


Ζ* — 2* ~ ή (1) 

Ισβ(2'χ -4- 21 - |π 3 {3 + ν ) = Ό (2} 



I ια να Εχουν υΐ>Γ;μα υ, ( 2 λ I- 2 ) κΰι 1 ύ 3 (3 +- γ) πρέπει 

2χ+2>0«2χ>-2»χ>- 1 
και 3 4 ^ > 0 » μ > - 3 


Η (2} γράφετε: 


Ιύ <3 {2χ τ 2) Ια*) {3 I μ) = 0 « Ιυ >9 


2χ + 2 


. 2χ + 2 . . ΐχ + 2 

** 1π 3 —-■= 1 σ 9 ί « -="3 - 

3 + μ 3τΐί 

**2χ+2-3 + ν-»¥=£χ-1 

Για μ = 2 χ 1 ΐ| ( 2 ) γράφέται: 


3 + μ 
■ ] » 


— 0 » 


(3) 


2 1ί Λ - 2 - - 4 « ~ - 2» = 4 » V* - 2 - 2* - 8 - 0 

Γ. 


θέτοντας γ ~ Εχουμε: 

γ : — 2μ ■3~0 ,4 ^ , (μ = 4^μ~ — 2} 

1 Αρσ 2* = 4 => χ — 2 ηκρ 2“ = — 2 παν δεν ισχύει, γιατί 2* > 0 
Γτπ χ — 2 έχαυμί ίιπύ ?ην {3) μ = 2 ■ 2 1 *=> μ = 3 

Άρα το σύοτημα έχει λύοη (χ, μ) — (2, 3) 










1980 

πανελλήνιες εξετάσεις γ' λυκείου 
τύπος 2 



οί Αν ΤΟ όβιϋ ΈΤηί.- υΚί,ιλοοΗιιις []„ είναι το + και το όριο 
της ακολιρυθίας β,. είναι το +■ =*\ να υτιο&οίχϋϊ-Ί ότι τα άρια την 
ακολουθίας του ρθρΰίο’μϊππς ο + Β είναι το -ί- «, 
β) Να απαΕίίχθβί η ιιρώταοη: κώθϋ συνάρτηση τταραγισγί 
οιμη ο' ρνπ διάστημα είναι συνεχής στο διάστημα αυτό. 



ο.Ι θρυρκι 
β] Θι,ωρίυ 



π) Δίνκτίΐι η συνάρτηση ί μ,ε ί(κ) = > * ■- 

χ 

ν'χ ΐ= ΙΚ - [0] και Ιϊκ) - I γκι * = 0, Να εξετασθεί αν Είναι 
ππνκχήτ- κγ]ι να γίνει η γραφική παράσταση αυτής. 

β] Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης: 

V - ~ χ + ν' κ ' + 2* + 3. π τον τρ κ τείνει στο + ** 



σ) Η ίίκ> - | Ν —-— γράφεται: 

κ 
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ί χ I, χ > Ο 
=» ί(χ) = 1 , κ = Ο 

( I - *, χ < Ο 


Η ί Είναι συνεχής V χ £ (— (]) και (Ο, + «) ίι>ς ππλυω- 


νυμικτΐ 


Είναι: Κτη ί(χ) — Ϊϊπί . {κ — 1 ) = Ο — 1 = — 1 

Ρ 5 -Γ 0 0 

Ιίπτ ϊ{χ) = 'Κά {1 χΕ = [ 0-1 

κ* Ό κ-ηΟ 

Ε,πΕίΛή Ιιπ^ι ί(χ] ^ Ιίτη ί(χΐ ι συνάτηση Ε(χ) οεύ Είναι ϋυνε 

χής οΐϋ οημείο χ,ι = 0 
Ε Τ γραΟ'ική παράστροη της αανάρτηαης 


■ χ * 1 ο, χ > 0 
Ιΐχ) = 1 α, χ = 0 

I - χ ιχ χ > 0 


ϋίνίιι άι ημικυΒιΙιχ ΛΒ και ΓΈ 
εκτός; ταυ αημείοϋ I (0, I I 


£χ Η- 3 


- χ + ν ** ■*■ ϊχ — 3} = Ιιπί 


ρ) ϋπι 

Λ -!-■= 


γ Χ-’ ■+■ 2χ -+- 3 + χ 


- Ιιτπ 


= Ιιγπ 

ι—Η" 


αν χ > Ο 
αν χ — 0 
αν χ < Ο 





σ) Νπ [ΐμείίί-ϋύί· οι πραγματικοί αριθμοί ο κπι β ώπτε η συ- 
νήρτπγπτ] μ ~ αχ 1 τ 0χ" — 6* + ! μΰ δ^πσι τοπικά ακρΰ 
τατα στο σημεία χ — 1 «ΰι χ = — 2 

0 ) Να μεΧετηιθεΕ η μονοτονία της παιχιπάνιυ αυνάρτίγοης 
(αφού αντικατσατσΠαιΐϊν τ« α κοι $ με τις ι ιμές τουο). 



ο) Θέλουμε π ν = ί(>0 — ακ’ + βκ' — 6χ + 1 νάχει στις 
θέσεις χ — 1 και κ — — 2 Οχράταπχ Αυτή πρέπει αρχικά 
να απαιτήσουμε νάναι πιθανά ακράτατα. Επειδή η ί ορίζεται 
στο Η και παρσγωγίζιετσι σε όλο το Η πιθανά σκρστστα 
ε1ιχ]ΐ μάνα αυτά Πυυ μη&Ετυίζοον την 1' (χ). Θα πρέπει λΰΐπόυ 
αρχικά να συμβαίνουν. 


Γ{1} = 0 

Α 

Π- 2) = 0 


3α + 2β = ό 
6α 2(3 = 3 


=? α = 1 Α β = -~ 


' Εχουμε λοιπόν ε^αοφαλίσει ναναι τσ χ - 1, — 2 πιθανά 
□κρστατα. Για νάνσι αυτά πραγματικά ακρότστα θα πρέπει 
να απαιτήσουμε η ί'(χ) να αλλάζει πρόσημο δεξιά — αρι¬ 
στερά των σημείων μηδενισμού της. Παρατηρούμε άτι η 

Γ(χ) = 3ακ ] + £βχ - 6 = 3κ* + 3« - 6 

είναι δευτεροβάθμιο τριώνυμο με ρίζες χ — 1 Λ χ = — 2 
Κπι τιμάγμοπι αλλάζει πρόσημο δεξιά — αριοτΕρά των οημεΐιυν 
μηδενισμού. ' Αρα όταν το 

α-1 Λ Β = |- 

η ί(κ) έχει πράγματι στα * - 1 Α χ ;= — 2 ακρότατα. 
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β) ί(χ) = χ* + |- χ 2 - 6χ 4- I 








ΓΟΟ = 3χ 3 4- - ή 


X 

— οο 

_ Λ 

ι 

" 

1 + ™ 

Γ 


) - 

—1— 

0 + 

ρ 


Κ 

1 / 



Δίνονται τσ σημξίο Α υ, 1), Β {— 1, 3) Κ<η Γ (2, 4): 

□ ) Να βμιΐΜ π ίξίαωΰί) ι:ης Ευθείας του ύψους τοι> τριγώ 
νου ΑΒΓ που διέρχεται από το σητιείϋ Α 
β) Να βρϊΰϊί η εξτκϋπη της ευΒΐΐος της 6:·αμέθαυ Γϋϋ ιμι- 
νώναυ ΑΒΓ τιου διέρχεται από το σημείο Β, 
γ) Να βρεθεί τα σημείο τομής τΐιΑί παραπάνω ευθειών. 



Τα βιώνυομα 5 (3, — 7} // ΒΓ Λ το διάνοομα 

Μ* - 1, V ~ 1) // (ΑΔ), 

Επειδή ΒΓ 1 ΑΔ => Γ X 5 * 6* ■ δι = 0 =* 

=» 3(κ - II- 7{ν 1] = 0 -* 3κ - 7|ί + 4 * 0 

' Αρα η εξίσωση τοα ύψους ΑΔ είναι η 3* ?ν + 4 — 0. 

β) Αν Μ ΤΟ μέπα της ΑΓ Γ0ΓΕ ΟΙ ιτιι-ντετονμένει ταυ είναι 
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3 

2 


«(ΐι ■ — ΕΗ ΕΪΜ ^ϊι ρξΐαιυοη: 

£ 

χ V 1 

3/2 3/2 1 = 0 ® 

- I 3 1 

=> 9κ + 9 - - 5ν + 15 « 9κ + 5γ - 6 = 0 {3) 

3 χ - + 4 = .0 

γΊ Α?ιώ 

9χ + 5ν - 6 - η 


Α(ΐυ ιύ (ΐημβϊΐ] κι,ιιη , 'νιιι τ(3 Ε 







1981 

πανελλήνιας εξετάσεις γ' λυκείου 
τύπος 2 



ο;) Να βρεθεί το 3 ϊιπ 

Ρ5— 1 — 1 


χ" 2χ 4 1 
1*1 - 1 


β) Δίνεται η σουάρτηοΓΐ με τύπο ^ = 


χ' χ ^ + χ — I 
χ' 4 χ - 2 


Να βρίθε! τα Με6ΐα υρίαμοί:· της και η οριακή τιμή της ώταυ 
X - - 2 . 



□ ) Επειδή χ - - ] είναι χ - 1 και ήρα χ| = — χ. 


επομένως; 


ΙΐΓΠ 
ί—ι 


χ 1 - 2χ 4- 1 

Ίί ~ 



χ 2κ ■ 1 

- κ — I 


Ιιγιι 

* I 


(X ~ 1 Υ 
[χ 4 1) 


= - Ϊϊιπτ. (χ 1)" 
«—1 


1 

X Η- I 


= 4 « 


αφού Ιϊπί £χ ]} : — Ί >0 και Ιίπι — ·+ω. 

51 —ι ι χ 4 I 

03 Πρέπει *■' 4 χ 2 Β β (χ 4 2) (χ - ]) / Ο ο» 
** ¥* - 2 και χ ^ 1) 


'Αρα το τεδίο οριομαύ της συνάρτησης μ είναι: 

Α = Κ - [- Ξ, 1 ] - (- - ?) υ ί- 2 + 11 υ (1. 4 ») 

V χ € Α ί·χΟΙ.νμΕ.: 
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χ 1 - χ * + X - 1 _ (χ - I) (χ 1 4- 1) X 7 + ] 
""ϊΓ-Ηκ- 2 (χ + .ΐ)ίκ-1) χ + 2 ' 

Για να βρούμε ΐίι όριο της ίτυνόρτησιτς όταν χ - 2 ΐιμέ- 

πει νπ βρούμε τα πλεορικά όρια οτα χ,: - - 2 . 

Έχουμε: 


X 1 + 1 , , ί , „ 3 

ΜΓΠ ——“ = ΙΐΓΠ χ- Ι' 1 —— — - « 

X—ί χ Η- £ τ—ϊ- X + 2 


ΙίΓΓΊ .. Χ 3 — Ιετη , {χ 1 + I)-- = + * 


X —Τ χ + 2 »— 3' 


χ + 2 


,. χ 1 + 1 
Ιίτπ, -τ = 3 
■—3 χ + 2 



α) Να αποθειχ&ρ η ιδιότητα: 

Αν ]ιπί α„ = α και Ιίτπ (1. — β, τότε απόρχεπ τα Ιιγπ (α„ |1,) 
κα ιοαύτπι μρ πβ, Δηλαδή: Είιτι (α., 04 = Ιϊτη (α;) ■ Ιϊτη ίβ4· 
β) Να αποδειχτεί ότι η ακολουθία ΰ„ - <*Λ, όπον ν = 1, 2 , 
3 .. κτν ω πραγματικός ίφϊ&μός με |(υ <1, είναι μηδενική 


α) θεωρία 

β) ϊ} ω - 0 =* α Μ = 0' = 0 — ΰ 

ϋ) ω Φ 0 =» 0 < |ω| < 1 =* > 1 ■* —!— =1+0 

ΙωΙ Ιω| 6 > ο 

- (1 + θ) ν > 1 + ν 0 > ν 0 *» — > νθ 

&>□ 


Μ 


|ω|- 




ο >ο 


■*!“';< τι- 
























Δίνονται τα Ειονύοματα π — (2 Κ 2, — 1), 0 - {!„ — 3. Ξ) 
και γ = Οι 1ι “ γ) 


α) Να αναλυθεί ίο ΰιάνιχιμα β ϊιρ ίϊϊιο κάθετες μεταξύ τους 
σννιστώσεις από τις οποίες η μΐα να ϋχίι ιη &βύ9ιΐΜοη του- 
βωνύομοτΟς α\ 

(1) Να -απΰ&ειχ&εΙ ότι τα Βιανΰαΐκττπ ίί, (3, γ ρίυαι γραμμικώς 
εξαρτημένα 

γ) Να Εξηγήσατε γιοτί το διάνυαμο; β &εν μπορεί να ανα¬ 
λυθεί Οί £ίύθ ΟϋνΙϋιώυΡΕ; μρ βιρυβιινίΐρις πς διευθύνΟΕίς Τΐιν 
διονταμάτων Η και γ 



α) Πρέπει να 

ίρούμρ &ύο διπυϋπμΓΤΡπ (3 ( I 

# ο ) και. β: 

(Ά ο) 

ώατκ 

0 

“01 4· βΐ,&ΐ _Ι_ 0ΐ Λ Κι 

//π. 


Αλλά 


01 X 01. « 01 0*= 0 



και 

ι ίί 

π" » 31 = λα με λ Έ ϊϊ 

- ίο|. 


’ Ετσι έχουμε 

το 

ακόλουθο σύοιημα: 



0 = 0. + 0 

: 

0ι = 0-0ι^0- 

- λα 

(1) 

Κι - λα 


0ι = λϋ 


(2) 

ρ,Κτ = 0 


λα (0 - λα) = 0 


(3) 

λ/ 0 

1 

λ ^ ΰ 




Από την {3) έχουμε λα 0 X" θ' 3 - 0 » π 0 
= 0 διότι X Φ 0 και α 1 = |α 11 τότε X = - 


'-λ ΙρΙ 3 = 

α 0 


ί - 6 - ί -6 Ζ 

2 2 + 2 1 +■ (— I) 3 ' 9 3 


Τώτϊ αιώ την {2} έχουμε: 

0, = - -|· (2,2, - 1) = 


γ _4 Ζ\ 

Τ' ” Τ' τ) 









και από την (1) έχουμε: 




ι± _& ±\ 

1,3 ' 3 5 3 | Γ 


β) Τα βιανύσματϋ α — (3, 2 , — 1) και 7 - |ΐ, 1, γ| τΗναι 

παράλληλα γιι^τϊ α = 27 Αρα τα α και 7 ίίνοπι γραμμικώς 
εξαρτημένα. Επομένως και τα α", 7, β· 

γ) Τπ διανΰπμκττα α και 7 είναι Γης Ιδιας ίίιβύΐίόνστις και 
επομένως 6ϋν έχουμε βίλα διαφορετικές βιευθόνα&ς, αης ηττοί· 
ες μπορούμε να αναλύσουμε το διόραμα ]Γ 



Δίνκισι η υπερβολή, με εξίσωση 9χ ϋ ' 16μ" — 144, με επτίες- 
■Ε' και Ε και οημ^ΐΰ Λ (λ, μ) πάνω στην υπερβολή. 

α) Να βρεθεί η εξίσωση της ευθεΙρς, που περνά από τα αη 
μεία Λ και Ε' και της ευθείας που περνά από τα αημίτίπ Α 
και Ε. 

β] Να προο6ιαρισθού·υ ια αημΰία Α για τα αποίπ οι ππρσπά 
νω ευθείες είναι κάθετες μεταξύ τους. 



Μ 16 „ι 

α) Η εξίοωιιη τη,ς υπερβολής γράφεται:-— ■ = 1 « 

144 144 

μ 1 

-τ — 3 και τέμνει τον άξονα των κ 

ίΙ5 


χ' 5 υ 3 χ. τ 

— - — = 1 ** 

16 9 4' 


στα σημεία με συντΈταγμένες (4, 0} και ( 4, 6} ρ Αρα είναι 


α — 4, β — 3 και επειδή για την υπερβολή Λ 


Η 

σ' 


V 1 

ιαχϋίη γ 1 - σ 3 + β'. είναι: γ 3 - 4* + 3 3 - 25 » γ = 5. 

' Αρα είναι Ε' (- 5, 0) και Ε (5. 0), 

Η ευθεία ΑΕ' όιέρχΕχσι από τα σημεία Α (Λ,μ| Λ Ε' ( 5, 0) 


'Ατκτ έχει εξίσωση την 


χ 

λ 

- 5 


ν 1 

μ 1 

η ι 


42 


= ο => 








=* μχ - (λ + 5) μ + 5μ = Ο 


Ομοια η ΑΕ Ιχεΐ εξίοινοη την 


χ V ^ 
λ μ 1 
5 0 1 


= 0 >* 


=» μχ - (λ — 5} μ - 5ιι — 0 


Ρ) &Άω ΛΕ _Ι_ ΑΕ +> 6 (λ + 5. μ) ± 6 3 (λ 5, μ} ** 
» λ 1 - 25 = - μ 1 « λ ! - μ 3 “ 25 

Είναι: — 1·6υ. ί = 144 

λ ] + μ : = 25 



Αμα 


ή ± 


ν'544 
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4-οημεία. 


1982 

πανελλήνιες εξετάσεις γ' λυκείου 
τύπος 2 



α> Θεωρούμε ότι οι ακολουθίες ιιρα^κτηκιίιυ αριθμών ϋ_, 
γ. συγκλίνουν στον (&ιο πραγματικό αριθμό κ. Αν για ΐηυ 
ακολουθία α„ ιαχ6^ι β. < α« γ.. \/ν £ υο, ν' αππ^ριχθεί άτι 
η α. συγκλίνει επίσηο στο κ. 

βί Να υπολοΥίσθεί το [ίπ> α, μ^; α ν = 7 Τ + 5" + 7" > ν = 

- 1, 2, ίΥΓΐνθυμίζΕτται άτι κτχρεν; */π — I, αν π £ 



α) Ηκυρίυ 

Ρ) Είναι $Τ < $ Τ +- 5 ν + 7* < 7^ ■ Τ => 

ϋτπ $ψ ^ ϋπτ 7 3 Μ + ϊ' + Τ £ Ιιπί ν''3 * Τ (5} 

Αλλά Ιιγγ = 7 

και ίιπΓΐ >/Ι ■ 7* — ΙίγπΤ^ ■ !ίιπ \/τ —1-7 = 7 

οπότε Γ) (1) γράφεται: 

7 < Ιίππ ν' :ϊ' + 5" + Τ <7 ' Αρο ΙΙητ<7 3" -I- 5 υ + Τ - 7 














σ) Να δοθεί ο ορισμός της παραγωγού μιας συνάρτησης σ' 
ένα σημείο χ„ του πεδίου ορισμού τη^ κσι στη συνεχεία να 
δοθεί ο ορισμός ΐης γεωμετρικής υημααίας της παραγωγού 
ίπη σημείο χ, : ., 

β) Οι συναρτήσεις- ί(χ) κσι ^(η} έχουν κοινό πεδίο ορισμού 
τα Δ 0 Κ και παραγωγίζο ντ ο [ παντού σ' αυτό. Επί πλέον 
είναι 0 V χ £ Δ Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση 



α) Θεωρία 




(1) 


γιατί υπάρχει η φ'{χ}, V χ & Δ, όρσ και για κ = ρ Ε Δ. 


Αλλά 

Από (1) και {2} έχουμε; 


φ Γ (ρ} ~ 0 


( 2 ) 


ί (ρ)υ<μ) ίίί>ι 3'Ί'Ρ) 


= 0 =*■ Γ(ρ)ί)ίρ) - ίίρ) ;9'ίρ) = 


9 (ρ) 


= 0“*Γ<1>ί3Ερ)=ί(Ρί9 Γ ίρ)^ 


Πρ> _ ί(ρ} 


□ "(Ρ) 9·ίΡ) 



{4} 



Από (3) και <4) έχουμε; 
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Η ΡΓΡίίίΛίρτηπη η ορτ^Εται οπή τα τύπο: 

3&Μ + χ 7 

ςίκ) = ΙίπΊ --=—;- με ϋ = 1.2. ... κοι χΕΚ 

«- + “ χ Λ + 1 

Να μίΧείΓίθε,Έ ίίΜ^ προς τη συυέχέιηϊ ατα οημεϊσ χ ] και 
κ = - 1 



'\— I 


I) Η ακολουθία <ι Μ = -— ορίζεται Ρ γιατί 

«** + 1 >θνχ Ε Ε με ν “ 1, 2, ... , 

Διακρίνουμε τΐι; περιπτώοΕκ;: 

α) \χ\ < 1 τότε - 0 και Χ+ 1 - 0 οπότε: 

χ 2 


3 (χ > = ίπμ + γ 


31+1 - - 3 α + χ 1 


α + 1 


= χ 1 


[■}) χ — — 1 τότε <ι,, — 
οπότε 3(χ) — Βγπ 

ν« Η 


ί- ι^ 1 + {- 1} ] -1 + 1 

(-ιΐ^+ι : + ι 

α, = 0 


= 0 


γ) χ - 1 τότε α.. = 
οπότε 


I** 1 + I 1 1 + 1 


Ι 2 " Η- 3 I + 1 

$(*) — Βητ^ α„ = .1 


- 1 


Ε) | κ | >1 τότε ο, - 


' Λ1] |1 + 




1 + 


,,ϊτ.^1 


* 1 + -3Γ 


= X 


1 + — ϊ7 
χ 


Αλλά όταν |χ| > 1 ** —. < I =» —τ- 

|χ| χ 


Γ χ 1ϋ 


- 0 




















οπότε 


οίχ) = Ιϊγπ α Μ = ίΐτη 

ί'-=* ν·Μ 


1 + 


>-ι 


χ ■ 


3 + 


ί + ϋ 

= χ, ΤΤο = * 


Άρα 9(κ) 


0, αν κ = - I 

*\ αν |χ| < 1» ’ 1 < χ < ] 

1, ΰν X — ί 

κ, αν | χ | > 1 χ < — 1 ή χ > 1 


ΕΙ) Συνέχεια στα σημεία — I και 1. 

ΕιικιΓη] η συνάρτηση 3 ορίζεται αριστερά και δεξιά παν οη- 
ΐι,εΐων — 1 και I με διαιρετικούς τύπους για να βρούμε τα 
(ίτπ ! 9 (μ) και Β® 9 (κ) θα πρέπει να υπολογίσουμε τα πλευρικά 

όρια. Οπότε: ί) &η ^χ) = ]ίτη κ = - 1 (1) 

— 1 Μ-—ί 

ίΐ-ΓΠ 3(30 - Ιϊτπ χ 1 = (- 1) : = 1 |2) 

I - 1 4 Γ"*”·]. 

Από (ί), (2| Ιίττι. 9 (χ) ■/ Ιιετι 3*30, άρα η 9 είναι ασυνεχής 
στο οιιμείο· η* = — 1 


ϋ) Ιϊγπ ς(κ) - Ιϊτιι κ 2 = I 1 = I {3ί 

X—Ϊ *-ΐ 

ΙϊΚΪΙ 3(χ) = ίΐΓΤΙ^ χ = I (4) 

.νΕ ι-·1 

9ίΐ} - 1 (5) 

Από (3), {4). <53 =* Ιίτττ 9(χ) = φ). 'Λρο Π 9 είναι συνεχής 
στο σημείο χυ = 1 



αί Να 6αθεί ο ορισμός του Εσωτερικού γινομένου ΰύο όια- 
νυομάτων.. 


βί Στο επίπεδη Ιϊεωρπύμε το ορθογώνιο οϋσιιιμο αξόνων 
ΧΟΥ και οτα&ερό οήμείο Α αυτού με |ΟΑ| — 3. Πηκι γραμ¬ 
μή γράφουν τσ σημεία Μ (χ, μ) του επιπέδου γω ία οποία 

ΟΜ ίΟΜ - 2 ΟΑ) - 1 













α.Ι Θεωρία 



Ρ) Η αχέσπ ΟΜ (ΟΜ — 2 ΟΑ) = 7 γίνεται- 

ΟΜ ■ ΟΜ 2 ΟΑ ■ ΟΜ = 7 {!) 

Αλλά ΟΜ ■ ΟΜ — |ΟΜ I 1 . Και πν^ τσ Μ έχει ονντεταγμέυες 
(χ ? ν) τώτε οι οννιεταγμένβς τον ΟΜ είναι επίσης (α, μ) άμα: 

ΟΜ · ΟΜ = (ΟΜ) 3 = χ 1 4- / (2) 

Αν (α^ α^) Είναι οι συντεταγμένες του Α τότε το ΟΑ έχει συ¬ 
ντεταγμένες (αι, ώϊ) και σύμφωνα με ην αναλυτική έκφραση 
τπυ εξωτερικού γινομένου έχουμε 

ΟΑ 1 ΟΜ = αιχ + α?ν {3) 

Η. (1) λόγω των (2^ (3) γίνεται: 

χ 1 4- μ 1 — 2α,χ — 2α Γ μ = 7 =* χ" 4 ν ί ~ 2σιχ — 2α 3 μ — 7 = & 
(χ. — αι) 1 + {μ - αι) 3 = 7 4- π*.4- σ7 =* 

** ίχ — ϋ]) 1 + (μ - α^) 1 = 16 

Άρσ το Μ γράφει περιφέρεια κύκλου με κέντρο το (αι, ΰ]) 
κςπ ρ — 4, 







1983 

γενικές εξετάσεις 

1η Δέσμη 



υ) Αν (α^> Γ ΙΡ.) ακολουθίες πραγματικών αρκθμών με 

ΐϊτπ π μ — □ ε κι -και ΐϊιτι β ν = ρ ε κ, 

ΐώεε να απο&ειχθεί: ϋτπ ΕΜ — σβ 
Ρ) Νυ Ρρεϋΐί το όριο ιης ακολουθίας (γΟ με: 

γ« = (ν'^ + [ - V) 



α) Θεωρία 

Η) Έχουμε: 

γ* — {^/ν 1 + 5 — ν) - ■ ν ίι/ν 3 + ϊ — ν) - 


V* — ν'"^ + υ 2 - ν 1 

V νν* - ...-. - 

4 ί + ν 



ν’ -Μ - ν 3 
\/ν* + I + ν 





1 Αρρ ΙΪΤΊΓΊ Υν = ΚΐΊΠ 


= ν ν 




+ 1 


\/ν Ιίττι 


£ 


Η —; I ] 

V 


2 1 


γιί-π ί Ιϊπι ν ν = 1 
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11 συνάρτηση ί, ορισμένη κ«ι συνεχής στο κλειστό διάσπν 
μ<ι ία, β|, ρχ'^ι παράγωγο στο ανοικτό άιόστημπ ία, β} και ([(α> 
= ί([ί) ” 0. Να αποδε^ξ^ί;: α) ότι για τη συνάρτηση Ρ με 
#ϊϋ 

Ρ(χ) — —” ■■— όποΐι £ ^ |ΰ, β], υπάρχει ο :ι ίτ- (ο, β) ΤΕΤΟΙΟ. ώστε 

"X ί 

Ρ {ορ) = 0. β) αν € <1 |α, β] μ ότι υπάρχει £α (ο, β) ι^πόιο 
ώστε π εφαπτομένη στο σημείο {Ού, φ)> της γραμμής μτ 
εξίοωοη γ — ί(κ| ίτ-ιέρχίτοι οπό το σημείο (ο, ο,Ι 



α) 1} Ρ(κ) - 


ί(χ) 

Λ — Ο 


I |α, Ρ1, αφού ο # ία. β] 


2 ) Ρ(κΐ συνεχής στο |α, β] ως πηλίκα συνεχών ουνυρτή- 


σεμίν 

3 ί Γ"ίχ) = 


ί 'ΐχ) ι* ί I Φ0 

(χ - ε} 3 


Ε (ο, ρ} 


ΐ) Ρ(α} — 1-(β) 0. Αμα η I" [ΓΓΟ Ια, |)| πληροί πς συν 

θήκες του ΚοΙΙο και επομένως θα πληρεΊ και το συμπέροαμετ 

δηλαδή 


3 03 Ρ (ο, [ί); Ρ- {^) = 0 =* 3 οο £ (α* β) : V *ε«) {^} 

= ΐ (εα) 0) 

β) Η εξίσωση ιης εφαπτομένης της ί £πσ (ί,ι μ ή ς„» είναι 
V — ί<·0ικ> - Πθ α ) (X “ 

Για να περνάει αυτή από το (ο, ο) 0α πρεττρι 

ο - ί (ο,.) = V ΐϋΰ) (€ -<*>=* ί (ορ) “ Γ (ε*) (ε, - €\ 
που ισχύει οπό την ίΐ). 
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α) Νϋ απϋ&ιχ&έ-ί ότι γιυ κόθϊ χ > Ο Ιαχύκι η σχέση: 

ϋπ χ ΐ κ — I 

β}Έπω η αυυώρϊηση ί ορισμένη στο διάστημα [0, + με 


ί(κ} = 


X Ιπχ 
1 — χ 



ΠΙΜ1 < κ ^ 1 
αν Η = 0 

αν χ - 1 


Να στίΟβέιχΟεί ήτι: 

ϊ) η ί είναι συνεχής οιϋ πεδίο ορισμού της. 
\\) είναι φθίναυσπ οπο διάστημά ί.0 κ 1? και 


Β) Γ(1) = \ 



α} Ιπχ =£ χ — I V κ Ε Κ**, 
θ«4ρθύμΕ την ί(χ) = Ιπχ — X + 1 ^ (0, + ») 
και μελετάμε· αυτή ιιη; προς κι α^ράτπτα. 

Π*> = - - 1 - — —. Πχ) = 0 » χ = 1 

χ X 


' Αρπ 


0 1 +« 


_κ_ 

V 

3 + ο 

■1 ι 

ί 

:] / ιτώχ \ 


■ Αρα ί(χ) -·5 ί(1) ν κ € Β** ■+ Ιπχ <ί χ1 V* Ε Η*. 

(3) ϊ) 1) Στα διαστήματα, {0, 1) και (I. + <») η ί είναι συνε- 
χής ως πηλίκο συνεχών ανναρτήοευίν. 

£) Στσ χ — 0 
ίίσ> = 0 

.. „ . „ χ Ιπχ _ „ Ιπχ _ „ Οπχ) 

Η«*1 “ & Τ=ι & ί?7^Τ Η |Τ τ - 
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“!η· 


= Ιιττι,ί- χ) = Ο = ί(ο} 


1/χ 



' Αρα η I ουνε^ής οτα Ο. 

3) Στο χ =■ I 

ί(1) = 1 

£$**) = ΙϊΓ^ - Ιμι (- X) - - ” = 1 = ϊ(1) 

' Αρσ ί (τι,^ν^ήί; στο χ ~ I, Επομένη συνεχής στα [0, 4- *“} 


■-1 ι*ί ■, (Ιτικ + 1) — χ) 4* χίπχ 

"» *»-« - ,Γ ." 


Ιπχ + 1 — χ 


«1 X) 3 

ν Ν ε (ο, ΐ) υ (I. + ■> 

Ακώ τα (ΐΐ) ερώτημα ρίυαι; Ιπχ ί χ - ί νχ>0=ί 
=» Ιπχ + 1 - χ 5 0 V* 6 (0, I). 

' Αρα ί (χ) < 0 V χ € (0, 1} =» Μ στο 10, 1). 

χ Εηχ 


+- 1 


ν) ί Γ (1) ^ ϋτη ^-- = 1 |πο * ~ 11 

*"Ί X — 1 Τ—1 ^ — ] 


,. χ Ιηχ ι 1 - χ ,. (χ ίπχ + 1 — κ)“ 

Ιιγπ -:--π— = “«ί —;—;- 1>3ί , 

*^ί - (χ - 1)* [- (χ - ΙΫΥ 


„ 2ιίη + 1 

= Ιιπ) _ . -— 

*-ί - 2 (χ - 1) 


Ιπχ 


- = ~\ 11η_ 

2 ^ χ - 1 


2 



Στο τετράεδρο ΟΑΒΓ να στϊοόϋ^θ^ί όιι: 
α) Λν ΟΑ ΒΓ 0 00 ■ ΓΑ = 0, 

τΐτί ΟΓ ■ ΑΒ = 0 
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Ρΐ Αν ΟΑ ♦ ΒΓ — 0 και εΐι -είναι γ| ατκνττηπη των μΙοων 
των βοθύγραμμών τμημάτων ΟΒ* ΓΑ και <1^ είναι η από- 
















στοττη των μέσων των ευ^ύγρομμων τμημάτων ΟΓ, ΑΒ„ τό- 
Τί ίΐι — ώϊ- 



Έχουμε 5Ρ ■ Α§ = (ΟΒ + ΒΓ) * + 6§) = 

= ΟΒ - Λϋ + θ£ ■ ΟΒ + ΒΓ ' ΑΟ + ΒΓ ■ ΟΒ = 

= ΟΒ [Αβ 1- ΟΒ + ΒΓ) — ΟΑ * ΪΪΓ = 

= όΕ (λ 3 4 θ§ + βΓ) - ο = (γιατί ο£ βΓ = ο) = 

= ΟΕ ■ (Αθ + ΒΓ) *= ΟΒ ■ ΑΓ = - όδ ■ Γ& = 0 
γιατί ΟΒ ■ ΓΑ = Ι> από την μπάίϋίοη. 


β) Είναι γνωστά άπ το ενθόγραμμο τμήμα που ενώνει τα 
μέτ-ίϋ ίων πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο και Ισα με το 
μισό της τρίτης πλίοράς, αΐίώτε έχουμε: 




Τοτε ΛΜ = ΝΚ 'αρσ το ΑΝΚΜ .Είναι παραλληλόγραμ¬ 
μο. Για τον ίδιο λόγο ισχύ©- ΝΑ |[ α3 η ΝΚ || ΒΓ. 

Αλλά ΟΑ ' ΒΓ — 0 ώρα ΟΑ ± ΒΓ οπότε· ΑΝ - ΝΚ. 
Επομένως το παραλληλόγραμμο ΑΝΚΜ είμαι ορ&ογώνιο,, 
ώρα το μέτρα των διαγώνιων είναι ίοα δηλαδή 


|ΜΜ| = ! ΚΛ | « ά,. = (1;. 





1983 


γενικές εξετάσεις 
4η Δέσμη 



α) Ν' [.πτοδειχθΐΐ ότι: Η τετμημένη κοθώς και η^τρταγμίύη 
του εώροίοματας <ΐ + β, δύο διανοομόπυν ύ', |ΐ, ισούται 
μέ τα άθροισμα των τίΓρημένων και αντίστοιχο των τπ-πγμΕ- 
νων των 6κτνησι>άτων α ηοι (3, 

β) Νο βρεθεί η εξίσωοΐι ενθείας (ε} ποο διέρχεται οπό το 
σημείο Μ.{1, ]) κπι είνσι παράλληλη προς την Ευθεία με 

εξίσωση: 5κ — + 12 = 0. 



α) Θεωρίο 


(1) Έστω (ε γ ) η ενβεία 5* - 9ψ + 12 = 0. Επειδή 


» II (ε') —Με) = ?*')= —1 = 1-. 

Αρπ η εξίσωση της 1» είναι η: 


» ~ <- I) 

κ - 3 


5 ^ V + 1 
9 κ-1 


= —=5-9ν + 9^5χ-δ=^ 


=* 5χ 9ψ — 14 = ΰ, 











π) Πότε ιιίσ συνάρτηοΐ] λέγεται ϋυνΕχήί; πρ μία &Ντη χ π 
Ιΰϋ ίΐεθίοο πρι-πμού τηί;; 

β) Νυ εξετύσΕίΕ ιας προη τη συνέχεια τις συναρτήσεις ηε 
τύπους: 

4χ 2 9χ + 2 


Μ ίΐχ) = 


(Η) 3 (χ) - 


„ αν χ Ο. Κ (21 


κ - 2 
.7 »αν η = 2 

Γ η σν ϋ>0 

1 στη Λ] = 0 

— ρ κ<0 

Ά 


στη θέση ϊϊο = 3 


α) θευρίσ 

|ϊ) \) ' Εχουμε V μ € Π - [21 ήιι: 

4κ' -9>ϊ + 2 {η- 2}{4χ - 1) 


ί(*> = . „ 

X — 2 

σπΛίΕ η συνάρτηση γράφεται: 


X - 2 


= 4χ - ] 


ί{χ) = 


4χ 1 ρ ϊ£Κ - \2\ 
7 σν κ = 2 


Είναι Ιιππ ί{χ) — ίϊιτ| (4χ — 1) — 4 - 2 — 1—7 και ί{2) — 7 
οπότε Ιιτπ ί{χ) = ί(2) και π I είναι συνεχής ι,πο χο — 2 . 

ϋ) Έχουμε: Ιίτη,θίχϊ — Ιϊτη., χ - 0 

1 

Είητ ΰίχ) = ίίίτη — = - « 

^ΗΓ η-ΗΤ Η 

ίϊίίΕιβή Ιίτπ,^ίχ] -ή Ιίττϊ^χ) δεν υπάρχει το |]ΐη^(χ) 

ίΙ-ΗΙ Χ”·5 !■,—& 


Αμα η 3 ιΐίναι ασυνεχής ϋτο χ<5 = 0. 
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π) Δίνεται ουνάριηση Γ ορισμένη α : ' ένα διάστημα της 
μορφής: (χ» - ε, κ„ + ε}, 

(ί) Να αναφέρετε π λέγεται ποράγωγος της συνάρτησης ί 
στο οημείο *α (ϋ) Να γράφετε την εξίσωση της ευθείας της 
εφαπτομένης α' ένα σημείο Μ(Χή, !(**)) της γραφικής παρά¬ 
στασης μιας συνάρτησης με τάπα = ί{κ), β) Να βρεθεί η 
εξίσωση της ευθείας που εφάπτΕπαι στο σημείο {1, 1) της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης με τύπο μ = χ 3 . 



σ) ί) Θεωρία 
ϋ) Θεωρία 

β) Η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται σ" ένα σημείο (χ®, 
ί( Κ ρ)) της γραφικής παράστασης μιας ουνάρτηοης βίνίΐίΐι 
απά τη σχέση φ — βχβΐί = ί'ίκο)(κ - χβ) 

Έχουμε. μ' = Π η) — 3χ 2 

Γ« χ = 1 έχουμε ίίΐ) — 1 και Γ{1) — 3 και ώρα 

φ - I = 3(χ “ I) » 3* — ψ — 2 = 0 



Δίνεται η συνάρτηση με τιίΐϊο ίίχ} = κ 1 - |χ( — 2 
Να γίνει μελέτη και πρόχειρη γραφική παράσταση της συνάρ 
τηπης αυτής. 



Η συνάρτηση γίνεται 


„ χ1 = I“ 2 · 

η | κ 1 + χ - 2 κ < 0 
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ΐ) Δ, = (- “ 0) υ ιο, + “ΐ = κ 









2) ί) ΓΠίϊ ίΟ, + συνεχής; ως πρλχκυνΐίμική 
ιίί,ϋχϋ {— “, Ο) βίτίοης 

ιβ} «0) = - 2, Βπ^χ) = Ιίτ^ίκ 1 - X - 2) = “ 2 = ϊ(- 2) 

]ϋΏί{χ) ■= ]ΐίϊΐ {κ’ + χ 2) = 2 ~ ί(- 2) ■ 

χ-Η) *~ΐ 

' Αρκι κςιι ίτκ) χ — 0 οι^νεχής 

' ΩςΠτί Π ί ςτυνεχής ςττρ Ε- 


3 } ϊ) Γ[χ) = 2 η — I. κ > 0 
ΐί} ΓΟΟ = 2χ + I, χ <ϋ 

ιη) #0) = 6^-^Γ 5 - 

# , ΛΙ ,- κ ι + χ — 2 + 2 

Ε. 0 - Ιεγπ -—-- 

*-ί χ — 0 


* 11 Π0) 


Αρρ ΠΚ) 


2χ — 1, χ > 0 

2χ +· 1, χ > 0 

3 χ = 0 


Πινακος 






1984 

γενικές εξετάσεις 
1η Δέσμη 



π) Εστω ότι ά, |Τ είναι τα 5< ανύσματα (σι, ο;·), (βι, β 3 ) 
αντίστοιχα {με; προς ένα σρθσκανουικό σύστημα αναφοράς) 
και σ' ■ (Γ το Ηίςυτίρτκύ τους γινόμενο, Να απο&Είχθίί όιι 
ισχύει όΓ * (Γ = αιβι + αιβι. 

β) Σε ένσ αρβακανονικό σύστημα ανοφ^ρός χοψ θεωρούμε 
ιρίγωνο ΑΕΓ με κορυφή Α το σημείο {2, 1) καί έστω ότι 
οι ευθείες,, πάνω στις οπαίες (Ιρίάκονται 5ύσ από το ύψη του·, 
έχουν εξισώσεις: 

3χ + φ— 11 = 0 Η κ—φ+3=ΰ 


Να βρείτε τις εξισώσεις ίων ιτυθειών πάνω ατις οποίες 
βρίακΰνπΐιΐ σι πλευρές του τριγώνου, και ιΐς ον νίΕΐα γμένες 
Των κορυφών Β και Γ- 



ο) Θεωρία 

β) Παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες του Α όεν επαλη· 
Οεύσου κυιμμϊίί από τις εξισώσεις των υψών + γ - 11 = 0 
και χ ν + 3 - 0. Άρα τα ύψη ποϊ> άγονται από τις κο¬ 
ρυφές Β και Γ είναι πάνω στις όοσμέυες ευθείες. 


Έστω ΒΤτ:3χ+ν-11 =0 
ΓΖ: χ — ν 4- 3 = 0 


Τ0ΤΕ 




* 



1. Το 6< 1> 3) || (ΒΕ) | 

Α | =* 

Ε ■ (χ — 2, μ 1) II ΛΓ άπριτ (χ, μ) τυχαίο υημΣΪΰ Της ΑΓ 

=* 5 X β, - £χ- 1Η- 3 (ν ~ 0 = 0 ** * - I 1 - 0. 

' Αρπ ΑΓ: κ — 3μ + 1—0 

2. Τα 6 {1, 1} || ΓΖ | 

Κ(Π 

&ι (χ 2. μ 1) ||; ΑΒ ώικ?υ (χ* ν) ^υχυίυ σημείο της ΑΒ ■ 

/ 

=* 6 ΐΕ[ΐ*χ-2 + ν — ϊ = 0^χ+ν — 3. 

' Αμα ΑΒ; χ + μ = 3 


3) Οι [πινι ετηγμ&μες ταυ Β 
χ + V — 3 

3* + ν = IX !' 

Γ Αγηι Β {Α λ ~ 1} 


εΐαπι η λύπη τπμ αι>οιήμαιος 
« (χ = 4, μ = - 1) 


4] Οι ηυιατΕτ-Ηΐγμΐνϋς ιαμ Γ ε*ααι η λύπη του οϋϋίήμαιος 


χ ™ ^ - 1 

χ - ν — ~ ^ 
Άρπ Π-4, - 1) 


» (χ = - 4, V =” 1) 


Β) Η εξίπωοη της ΒΓ ΕΪν>αι 


κ μ ] 

4 -1 1 
—4 -1 1 


0 =? V + 1 = 0 
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α) Αν α Ε Γί με Ο < |α] < Ι ρ να αποδείξετε ότι Ιππα^ = 0. 
β) Νπ μιΕΛ.-Ετήσετρ ως ττρος τη σόγκΧιπτίι την ακολουθία {β,,ί 



Θεωρία 


β) Είναι 



Δκπΐρίνοϋμε τιγ περιπτώΓϊΕίς: 

< I =* \\[ <2 ~ 2 <λ < 2. 


(ί) 

Τότε 


λ 

2 

λ 
2 


— 0 ι«π Ιίτπβυ = —— 

ιί 


ίΛ I λ 

ί»} ΤΓ 


= I ** X = ± 2 , ' Ομως X ϊ 4 - 2 . και επομένως 


δεκτή η τιμή λ = 2 . Για λ — 2 Είναι β„ — 6 και ίππ^ — 6. 


(ϋίΐ 



> I =* |Χ| > 2 =* X £ (- “ - 2 ) ϋ (2, + »), Τότε 






















ο) Δίνονται τα σύνολα διανϋΰμώτων Β,, Β? του χώρου Κ Γ 
ηε\ Βι - ({συνθ, ημθ), (ημΟ, — συνθΗ. 

Β 2 = {(σμυφ - ημθ, — συνθ — ημ&), 

(συνθ + ημθ„ οι>ν6 ημϋ)1 

με θ Ε Κ. Να ΓΠΊοδΕίξεΤΕ ότι Τΰ καβίτυσ υπί τα σύνολο Β*, Β; 

Είναι μία βόοη του 6 ιανυσμστικο 6 χώρου Κ' (ν& Ε Λ). 

Ρ) Εστω θ β —. Να ατοδΕΓξοε ύτι υπάρχει ένα (και μώνο) 

5ιΰνυαμα (χ, μ) ταμ διανοσμαιικού χώρου ΙΒτ τέτοιο ώστε τπ 
ΰιατ πηγμένα ζεύγη των συντεταγμένων να είναι {λ* μ - 1) 
και |Λ 1„ μ} ως προη πς βάοειε; Βι, Β Γ αντίστοιχα. 



σ) θέτουμε ιμ = ('συνθ, ημθ). 0 ] = {ημθ,, — οιινθ) και 
□ ι = ίουνθ — ημ£· τ — αυνθ — ημθ), 
υ; - (αύνθ + ημθ, συνθ - ημθ). 


ουνθ 

ημθ 

ημθ 

— συνθ 


!| Οι - \ηΐχ θι| - 

— - Ουν 2 Β — ημ 2 θ — — I τ* 0 καί 

ϋυνθ — ημθ αμνό + ημ§ 

— αονθ — ημθ σονθ - ημθ 

— (οονθ - ημθ)* Τ (σονθ + ημθ ) 3 = 

= συν ] θ + ημ’θ — 2ημθ ουνθ 4 ουκ/θ ι- ημ 2 0 -τ- 2ημθ ουνθ — 
®·Ί +1=2*0 


ΟπάτΐΕ; Οι, μι και ιη, υ.. επναι γραμμικώς ανεξάρτητα, 


ϋ) Τα πτοιχείπ ταυ 0, είναι γραμμίκώς ανεξάρτητα και 
είναι 66ο το πλήθος δηλαδή ώοα η διύστπση του Κ' Άρσ 
Ουτά αποιελούν μια |ϊήαη του IV 
' Ομοια και τα στοιχεία ταυ 8 ϊ. 
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ΒΈβη» 0 = -Π. ,*« Β, = |(Α^1 — 

4 Η 2 2 Γ I 2 ' 2 


Λ 


Βί = ίί<λ V*). (ν^, ο)) 


Έστω (κ, ΐί) £ Κ 1 

\β ν''2 


ί*. V) = * 


^ I , , ^ ί \β τ/2 

2*2 ^ [ 2 1 2 

Λ 


ί*. V) = (λ - 1 ) ( 0 , - VI + μ ίν^, 0 ) 

(χ. ν) = | τγ (λ + μ - 1)* *β· (λ - μ + υ 


2 - - 2 
(ϋ, μ) - {μ ·Ζ2μ ~ \/ϊ (λ - 1) 
τϋΐΓΐ 0 α πμίττιπ 


ψ ίλ + μ - I) = μ ν5 

Λ 

Γη 

γ- ^ - μ + υ - - ν? (λ - ΐ) 


π> 


λ + μ 1 = 2μ 
λ-μ + 1--.ίλ+2 


ο 


3λ-μ=1 


Τη (X) έχει μία ακριβώς λύση, υψνύ 


□ - 


ΐ -1 
3 -1 


= 2/0, την X — 0 Λ μ = — 1 


'Αρα μώνο για λ = 0·Αμ——1 ισχύουν οι (I). Επομένυς 
ένα μ6νο στοιχΕΊΟ ταυ &ΐ υι·άμχί:ΐ μιωυ να πληρςί τις (I) και 
τούτο είναι τα (χ, μ) = (— ι/Ζ, \/2). 
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Έπτ^ν ζ ο μϊγοΰΐκώς αμιθμφς χ 4- ψι μ£ ι|ι ·/ 0 <χ, ί|ι 

πραγματικοί αριθμοί). Θέτουμε: 


















όπου ΐ ο ουζυγής ταυ ζ. αποδείξετε ότι ω είναι 
ϊηραγίώϊπκος αριθμός, εάν και μόνα εάν το ϋημείο {χ, ψ), ιυς 
προς ένα ορθοκσυύνικά σόίπημα αναφοράς χοψ, αντ'ικει 
οε ΐιιπ υπερβολή από την οπαία έχπου εξαιρείίεί οι κορυψές 
της, 


' Εχουμε: 

ϊ = χ + μί ’ 

μ / ΰ 


ζ — χ + μι 


ΐ I » ν Φ (1 

Μ — -Γ - 

2 1 ω ~ υ.ι 


μ ¥= 0 


2 1 2 ~ ] 




ω Ε: Κ 


ν Φ 0 

? ί* - 1) - 3 1 [ζ - 1) 


μ ■/■ 0 

{χ - μί) ; (χ - 1 - μι) = (χ + μί) 3 (κ - ί + μι) 




μ Φ 0 

3χ 7 - μ* - 2χ = 0 


ν^ο 

3 


3 η 1 ι 1 ΐ } ^ 

Χ-2 Τ Η+ Τ -ν= Τ | 


μ ^ ο 

„ ( Π 1 . ι 

3 Ι*-ϋ -*-τ 


μ * 0 


3 


χ — 


Ή- 


? 
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' Αρα οι £ΐκ4ν£ΐ; των κ = χ 4- ^ ·μ Ε V ^ ^ 6ογράφονν 
την υτΐίρΡολή 



ί^αιραι^νων των κορυφών· αφού μ -ή 0. 




1984 


γενικές εξετάσεις 
4η Δέσμη 



ο) θΐωρΛΪΗιί ταυ·, πίνακι ι.; 


1 συνχ 

ΠΜ* 


1 σπνχ 

Τ|μχ 

0 

0 


</2 

0 

ιμ» 

σσνχ 

■»■ 

ημχ 

ουνχ 


^ ] 


0 

0 


κσι ουομάζαυμΐ Η^χ) τον πρώτο και Σ(κ) τη δεύτερο. 

ο) Να αποδείξετε ότι ισχύει: Η 2 (χ) 4 Σ^χ) = I* ότιου Ε 
ο πίνακας 

1 0 
0 1 


βί Να Λύσετε πκν εξίσωση: Σ^χ) Η^χ} - 


0 0 | 
ο ο I 


[νπο- 


τϊθεται μ &Κ). 



α) Η : (χ) = Η<*} ■ Η|χ) = 


ημ** + 


ημΧ πυνχ 


η μη αϋνχ 


ημ"χ 4 






















ημχ αυνχ 


ημχ συνκ 


και Γ{χϊ = £[*) ■ Ε(χ5 — 


αογ 1 * 4- ημ*χ 


ημχ ΟΙΛΙΗ 


- ημχ ϋυνχ 


ημ'χ Ί ϋϋυ'χ 
2 


ημχ πυινχ 


ημχ ΰυΥ* — 


ύπύτΕ Η^χ) 4 Ιϋ-ίχ) 


ημχ ϋΐΛ?χ 


ημχ Γπινχ 


ημχ πιινχ 


ημχ σνυχ 


Χ+1 

2 2 


ημχ σι>νχ — ημχ ουγχ 


ημχ ϋϋί'χ — ημχ [π>νχ 


| + | 


Ρ) ΓΟΟ - Η*<χ) 


Ιΐ.Λ - 


πμκ ουνχ 


— ΐμχ ομνχ — 




2 

2 


ημκ ϋυυχ 


Ο Ο 
0 0 


ημχ σπνχ 


2 

Ζ 1 



0 2ημχ ουνκ 


0 

0 ' 

, - 2η μχ ουνχ 0 . 


0 

0 ] 


« “ Ξημ* συνχ. “ Ο « ημ2χ = Ο =* 2χ - κη =» 


=> χ ~ — η, κ £ 7 ,. 



ι τ - ΓΓΐ I αι* *■ βιΐ|* = ν« 

α> Εστω το σύστημα (Σί. _ μι τους 

I α 2 χ + β 3 ψ - γι 

α ]ρ β 3 , νι ι αι, βι, V! πραγματικούς αριθμούς. Νυ αποδεΙξΕτε 
ότι, αν ο πίνακας 

[ «ι βι 

I α 3 β’ 

είναι υνίιοιρΐψιμος, τότε το σύστημα έχκι μια μόνα λύση, 


β) Να ^ύοϊτΐ (κπι ί?α όιερΕννήσετε) το σύστημα; 
α): (λ + 1)χ - 2(λ - 1)φ = 3 

1,2)1 κ +■ 3 λψ - 4 λ — δ, όπου λ πραγμαιΐκώ., αριθμός, 



α) θεωρία 

β) Βρίσκουμε τιε ορΊζουσας □, Ο*, 
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~ λ + 1 — — 1) 

0 - I 3* = 3λ (λ + 1) + 2(λ - 1) =* 


— 51 ? 


3λ' 1- 3λ + 2λ - 2 ~ 3λ* + 5λ - 2 = 3{λ + 2) | λ - γ | - 
= (λ 4- 2) (3λ - I) 


Ο* — 


3 * ~2 (X - I) 

4* + 5 3λ 


= 9λ + Ζ(λ - υ [4λ Η- 5) - 


= 8λ 3 + 11λ - 10 = 8ΐλ + 2) λ — = {λ -I- 2 ) (βλ - 5} 


λ. Ητ 1 3 

1 »+5 ={λ+1)(4λ + 5)-3 = 

= Ιλ’ + 9λ + 2 = 4 {λ + 2) [ λ + 4 | = ^ + 2} (4Λ + I) 
Διακρίνουμε τις περιπτώιΐίπς: 

ι) Ο * 0 « ΐλ + 2 ) ΐ3λ - 1) =?* 0 « ( — 2 ™ λ * V 

ι 3 I 

τ&Ί£ το (Σ) έχει μοναδική λύση την 


Ρχ β + 5)(Ελ ~ &) _ Βλ - 5 

Ο (λ + 2Κ3λ - 1) 3λ - 1 

- - {λ + 3ίί*λ + 1) _ 4λ 4-_1 

Ο ' (λ +£)13λ- 1) " 3λ- 1 


ϊί)0»1>»(λ+ ; ΐ)<3λ-1)-ϋ«[λ=-2 ή 

α) Για λ = - 2 έχουμε: Ο = Ρ„ = 0* - 0 και £Π£ΐ6ή 
ένας από τους ουυτελκπΈς των ογνώσιων εί^οί το (Σ) 

είναι αόριστο, 


Για λ = — 2 το σύστημα γρόφίται 


- χ + 6ψ = 3 


χ — 6ί)ι = — 3 


χ — 6ψ — — 3 | κ — -&Ψ· = — 3 
« χ = 64 - 3. 


■* χ — όψ = - 3 ** 


Το {Ε) έχει άπειρες δόσεις τις· (χ, φ) - (όψ 3 ( ψ). 

] 49 

β) Πα Α — — ^ϋϋμΐ: Ο κ “ — ~ ^ 0 και επειδή 0 = 0 
το σύστημα (Ε) είναι σίπινητο. 



Έστω ι πραγματική συνάρτηση φ ιτ|ς πραγματικές με 
ταβΑητής χ μι: 

4 

φίχ) = κ + —. 

α) Μα βρείτε τα πεδίο πριπμού και τα σύνολο ιων τιμών 

της Ψ- 

β} Να εξετάσετε την Φ ως προς τη μονοτονία σε καθίνα 
από τα διαστήματα {0, 2| και [2„ + *), 



α) Φίχί = κ + — | Α = Β* = (- «, 0) ϋ (0, + 

χ 

Πεδίο πμών; Β — 

= |]/ΕΚ:3ΐ4ΕΛ;κ 3 μ* 4- 4 = 0| = 

= (ΐί€Η.μ } -1ί >0Λ0-Ον + 49ίΟ} = 


= (V € κ ; \ν\ ^ 4| - (- «, - 4} υ (.4, + *). 
β·) φ' £χ) = ι ■- ^ V χ ε α 


X 

- 00—2 ί] 2 + » 

Γ 

+ , 

ΓΓ 

,- 

> 

·■·■ 

ίΐ Ί 

- \ 

Γ 

3 4 - 

ί 

/ 


> 

Η 

/ 


Άμα η ί 1 στα {0, 5] Α 1 σι ο |2, 4- «}. 















α) ' Εστω μία πραγματική συνάρτηση ί μκ πίβίο ορισμού 
τηί; Α ένα υποούνΰλο του ΪΗ , πον ΓΤ£ριέχ£ ι ένα ανοικτό 
διάστημα (α, (3·) με α Ε Ιΐ Γ [ί Ε Ιί κπι έσπυ Χί. ένα 
από τα όκρρ τσο διαστήματος (α, |3}, Τι Εννοούμε όταν 
Λέμε οτί: η συνάρτηση ί ί-χκ άρπα στο χ Μ το I- » και τι 
ήταν λρμί οτι η συνάρτησηι ί έχΕί όριο στο Χυ το “, 


β) Έστω γ πραγματική συνάρτηση ιης πραγματικής μετα¬ 
βλητής χ με 


Ψίχ) - 


2κ - 10 
5-νΐχ' 


Να βμιΗϊί· τα Πτηψίχ), 


α) Θειι,ιρεο 


β.Ι Βρίσκουμε το π=π6ϊσ ορισμού της συνάρτησης 


Πρέπει:; χ > 0 ) χ > 0 

5 '^Ο ] 5 ¥ ς/5χ 


χ > 0 
£5 λ 5χ 


* > 0 
χ ^ 5 


Άρο ιυ ιιεδία ορισμού Γης συνάρτησης Είναι: 

Α = |0, 5; υ (5. + ») 


Ρ.ίυσι ϋπτ (2χ — 10> — 0 ΚΟΙ Ιίτη (5 

Μ“*·5ι ϋ····* 


κσι; ψΐχί - 


2(χ - 5) 


χ) — 0 
2{χ - 5) 


λ/5 (λ/5 λ/χ) ' ί/5 {λ/κ - ν^5> 


2ΐνχ-Ν/5ΪΜ^+^_ ? ^ 

-^(ν^-νΤ) “ νΤ'^ 4 ^ 1 











ίΐίϋϋμιένΐϋ^ 


Ιιτπψίχ} - Ιιγπ 
ϊι-'-ϊ η-"5 


2 




{\/χ + ν/1) = 

■ 2^5 = - 4 
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1985 

γενικές εξετάσεις 

1η Δέσμη 



α) 'Είίτω μιπ ευθεία που ·πτ= ορβσκσνσυιΐιίο σύστημα αξώυων 
έχ£ΐ εξίσωση: Αχ + Βψ + Γ = Ο με |Α( I- |Β| ι* ί) 

Έστω Ρ {χι, φά Είναι ευσ αημπα εκτός της Ρΐ.'Όΐίας αυτής. 
Να αποδειχΟεί π τι η απόσταση του σημείου Ρ ατώ την ιτι- 
Θρνί ιοσιπ-αι με 

ΙΑΧί ¥ Βψί 4 - Γ] 

ν'Α ! + Β ; 

(1.3 θυωμοΰμυ δύο ευθΐίες που πε ορθοκαυαυικώ σύστημα 
αξόνων έχουν εξΙσίιΗτη λ + μψ 1-1 = 0 και 

2 μχ Η- Ξψ -I- X = Ο 

αντίστοιχα* Ιόπου οι μ, Ά ίΐϊνα· πραγματικά! αριθμοί). Να 
προσ5τορΙα£τϊ για ηακτ ζεύγη ημών των λ, μ οι ΰύο ευθείες 
είναι παράλληλες και έχουν ·απόστσση μεισζύ ιούς 2 \/ 2 . 



α) θεωρία 

|ΐ] “ Εστω εμ μ + μμ + 1 = 0 

εχ 2μκ + 0ν + λ = 0. 


Από το όβόΰμένιι Οέ.λιιυρρ: 








Ε| Η «2 

Λ 

<3(£ι, εϊ) - 2\/2 . 


6 {“μ, υ//6, 3, Ξμ) 1 

ϋα πρΐττΕί; Α 

ϋίει, £τ) = 2 \β 


= 0 


-μ ~2 

I 2μ 

Λ 

Φΐ* Ε3Ϊ — 

μ = ± 1 

* I- 2 μ + Μ 

νν+~ϊ 


μ 2 = ί 

Α 

[3{ε ( ι , Εί) — 


2^/2 


μ = ± 5 

Ξμ Ί- λ| = Β 


ήπσυ (— 1 , 0 >·'(£ (ει) 


μ = ±1 


(μ - 1, λ = 1»λ 


- ίίμ Ί- λ = ± Β 
(μ= I, λ = - ^ {μ - - Ι Ν λ = 6), (μ = - 1, λ = - 10) 


χ + 2 ν + 3 ω - 0 

ώίνε-ίϋι ΐϋ σύστημα: Ίη + (3 ^ Κ) μ 4- 6ιυ — Γ) 

Εκ + + (1 -+- λ)ιυ — 0 

«) Μα βρεθούν υι τιμές του Λ για τις οπσΪΕς ΤΟ Γίόπτιηιπ 
ύχίι και μη μηδενικές λύσεις 

[)) Να βρεθούν όλες οι λύοεις ϊοο ιηκπήματυς για την ττε- 
ρΐιιτωΰή που το λ ιοσΰτςπ με τη μικρότερη από τις τιμές που 
.βρήκατε στο Ερώτημα α) ίου ζητήματος αυτού. 



α} Γκι νπ έχει το σύστημα και λύσεις μη μηδενικές πρεπει η 
ορΕζουαα Ο του πίνακα του συστήματος να είναι ίση με τα 
μηδέν δηλαδή; 
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= 0 « 


□ - 


2 

3 + λ 
4 


1 2 

4 3 + λ 

5 4 


3 

6 

] 4- λ 

3 

6 

1 + Λ 


{- 4) 5Ϊ 



1 

2 

3 


λ - 5 6 


0 

λ - 5 

6 

- 0 ** 1 4 

-6 λ - 14 


0 

- 6 

1 

ϊ- 



= Ο » 


= ϋ « 


» {λ - 5 ) {λ - 14 ) 36 - Ο « λ' 19 λ 4 34 = 0 

« (λ = 17 ή λ = 2 ] 


[ϊ} Για λ - 2 ιο ϋύΰϊΐίμα γράφεται: 


κ + 2υ -|- 3ω = ϋ (1) 

4κ η- 5ν + 6ω = 0 (2) 

6χ: + + 3ω — 0 (3) 


ππλ/ζσυτας την (1) εΐΐί ( 4) και τηροσθΐτυντσς στπι (2) Εχύυυι 

— 3 γ - 6 ω = ΰ «■ μ - ( 4 ) 


Η ίΐ) λόγω της (4) γίνεται χ 4ω 3υι = 0 « χ = ω (5) 
I I |'3) ΕπαΑηθρώπαι λόγω των (4) και (6) \/ω 6 ΙΊ 

Άμα οι άπειρες λύσεις ίου αυσίήμστοί; για λ = 2 είναι: 

{*► V, ω) _ ίω., - Ξω, ω) με ω ί= Κ 



α) Εστω μια ακολουθία Αν υπάρχουν 6ύο ακολούθως 
ία.) και (γΟ με καινό όριο, τέτοιες ώστε για κόβε ν ■ κ (κ 
ένας συγκεκριμένος φυοικός) να είναι α ν -== β, % τότε και 
Γ 1 {00 ΕΧΕΙ ΤΟ ίδια όμιυ 

Να βρεθεί το όριο ιης ακολουθίας α, - ^\τ — 2ν - 3 


















υ) Θί.ι,υρϊΐ] 

β) Για ν ΐ· 2 είυπι ν' 1 ίϊυ « ν 2 — 5= ΰ·. ’ Αρα 

^ — 2ν Η- 3 < \[ν : + 2 « 

«· ν'ϊ £ ^ν 3 - Ζν -I- 3 < ν'ν : + 3ν*’ «■ 

« $ϊ τζ ψν 1 - 2υ 4 3 < </4Ϊ? «■ 

» \!% — 2ν + 3 < . 

Αλλα 

\ιπ 1 τ^/3 = 1, Ιεγπ ν'Τ = 1 και |ίρπ \ί^ — Ιίττι \/ν · Ιϊγπ \/^— 

= ! > 1 = 1 , 

' Αρα Ιϊτπ ν'υ"' — 2ν 4- ί = | 



ο] ' Εατιυ ότι μία συνάρτηση ί είναι 6όο φορές ιιαραγωγίαι- 
|1Γ| π’ ^νιι ανηι η^τπ διάστημα Δ και 071 στο σημείο Κιι ξ; Δ 
είμαι Γ(*β) — 0. Αν ί '{χι.) > 0, τότε τα ί[χΐι} Είναι τοπικά 
ελΰχιεαο στιις ί, 

β) Δί^υττοι η συνάρτηση ί |ΐ£ ίίχ) — ϋ' |χ — 3) + γιο κ £ 

:Κ. 'Εσΐιυ 3ί| Ί X] ι;ίααΐ ΙΟ υΐ|μέ[α ΰΤΰ υΜΟία η ί ιΐίΐρυυαιύϊ^ι 
τογτιμπ οκρότατο και Χι το σημείο στο οποίο ΐίαροςΐΐιάζίιι 
καμπή Νΰ ιιγϊοΓ)ειχ+)ι-ί ότι τα πημπα τηυ κπιπί-'ΐίοΐ] (.Χι, ί(κ<)? 
(*2> (*■!, ί(χι» ιΗναι αυυΕμθεΐοκά. 



α) θεωρίο. 

β) ίίκ) ^ **{* - 3·) 4 4 = χ* 3* 2 4 4 | Δί = Η. 
ί'(χ) - 3χ· 6 λ ΙΊιθσνά ακρότατα μόνο αυτά που μηόευι 
ζσον την Γ(χ) δηλαδή τπχ - 0,2 
["<χ| — άχ — 6 ΠιΒανό σημείο καμπής το χ = I. 
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ΌΟ 


ΧΕ = Ο Μ] = ] Κι = 2 + ™· 



(τ.μ) ίο.κ} (τ,ϊ) 


' Αμυ τη (0, ί(0)| = (0,4} ΤΟΙΙΙκώ μέγιοτΌ 
ιό {2, 1(2)) - (2,0) τοπικό ελάχιοΐίι· 
και το {1, ί(])) — (1,2) σημείο καμπής 

0 ο 1 

I Ιοροΐτιρούμε ΰη: Ο - 2 0 1=0 

! 1 2 1 

Άρα ιπ Γ|>ιςι Ετυτό σημεία κείνιαι επ' εμβείαχ;, 
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1985 

γενικές εξετάσεις 
4η Δέσμη 



ο} ΛίνΓΓαι ο ιπυςικσς Α = 
Α 3 - 2Α. 


1 

0 


Νσ υπολογισθεΙ ο πίνα 


β} ' ΕίΓτυ λ ^ Κ κσι Κ ένας πίνακας 2 X ΐ, Να βρεθεί α X 


σν 


X + 


μ Μ- 

ί - 2 


\α λ| 

3 λ- 1 \ 



9 

3λ 




α) Έχουμε Α’ ΒΑ = Α ■ Α - 2Α — 


2 Γ 


Γ 2 Γ 

3 0 


3 0 


2 

3 



Γ 7 

2 

1 ♦ 

- 4 


-2 

6 

3 

Γί 

-6 


0 „ 

3 

0 1 

— Ί 

Π 

0 


0 

^! 

- >5 

Ιο 

ι 



$) Γνωρίζουμε ώττ; 

X + Α = Β 4* (X + Α) + (- Α} = 

«= Β + (- Α) » X + ΙΑ + {- Α31 = Β + {- Α) «- X +- 0 = 

= Β+( Α) *► X = Β+ (-Α). 



















Άρη η εξίσωση 

X + 


2 ί 1 


ί 1 Μ- 

9 - 5 

0 X] 


ί3 χ- ί Γ 

3λ 2<λ 3 -ί). 


» X = 


X, + 

5 λ-ΐ 

_ 

! 9 

- 5 

3Λ X 3 - λ 


[ 3Χ 

5ίΧ ! - 1}. 

'9 

- 5 


- 5 

— X + 5 

. 3λ 

2(λ 3 - 1) , 

τ 

— 3λ 

- λ Γ + λ 


* X - 


4 - X 

0 Λ 3 + λ - 2 



ώίυΕπτϋΐ π σσνάρτίΐαιΐ Ε μ£ ί{*) - χ 1 — 6χ' + 9χ + 1. χ £ Ιν 

Να βρεθούν τη διαστήματα μονοτοκίας της Γ και το «5ος 
μπνστονίας σε Καθΐ-νσ αττά ζ*υ™, κρφύς και (Ο ΤΰΡιικώ μέγιστα 
και ελάχιστη. ΠπΊσης να βρεθούν ίο διαστήιιατα στα οποία η 
γραφική παρώοτοότΐ της ί στρέφει: (ο} τα κοίλα Λ™ 

ίβ) τα κοίλο κοτιν Γ 

Ακάμσ να βρεθούν τα εν&εχόμΕίΟ ΰημκίσ κσιιηής, 



Έχουμε: I) Γ(κ) - 3κ" ^ 12κ +- 9 

Γί*) = 6 λ - η 

και π) Γ{κ) = ΰ « 3χ 3 12χ 1 - 9 - ο =* 

=* <χ = I ή μ - 3) 

I" ίχ3 = 0 +* 6χ — ΐ3 = 0 « χ — 2 

Ηί«ΐι Π*ϊ > 0, V» Ε (- 1) υ (3, + 

και Πχί < 0, V* £ (1, 3). 

Αρα η 1 εΐυοι γνΐηαϊως αύξουσα ατα διαοτήμπτα (— I), 

(3, + «) κηι γνήσιε*; φθΕνομοσ στο (1, 3}. 

Είναι Π(ι0 > ΰ, V» £ |Ξ, + «) 

™ι V '(*)< 0, V* £ (- * 2). 























Άρπ η ί πτρέιϊνει τη κοίλα άυω στη (2, + =“-ϊ και κπτ«ι στα 

(- *>, 2). 

Η Γ μηδενίζεται για την τιμή η — 2 κεέι ρπί πλέ-τιν ίϊ-ι-'ξιΰ:- 
αριατίρά αυτού αλλάζει πρόθημα, ' Αρα το χ* = 2 είναι θέση 
σημείου καμπής, 

Τις Βίοβς ίων ΐαιιικών ακροΐΰτων τίκ ίι τις βρίσκουμβ βέ- 
τοντσς στην Γ' τις ρίζες της Γ Ρ.ΐνσι 

ί) ί" (1) — —6 < 0 πρί] π ί πσρυΟσιάίζει τοπικά μέγιστο πτο 
μ* - 1 με ί(1) = 5 

ίί) Η* (3) — ΐ > 0 ό^κι η ί πίφσυσπσζρι τοπικό ελάχιστο- στο 
χ* - 3 με ί|.3) = 1. 

Τα παραπάνω αποτελέσματα δίνονται συνοπτικά στον πί¬ 
νακα, 


X 

— ΌΟ 

Γ 

3 + * 

Γ 

Τ I 

— 

= 

) + 

Γ 

— 

ί 

I 4- 


ί 

/ τ. 

«1) 

ΪΙτρέφει τϊ 

μ- \ Ο. 

= 5 1(21 

κοίλα κάιώ 

κ. λ τ. 

= 3 ΓΤ3Ϊ 

λτμέφει Τι 

£. 

= ι 

ι κοίλα άνω 



0) Έστω η οιινάρτηπη ί μρ πεδίο ορισμού Α £ ίΐ Να δώ¬ 
σε ίΐ τους παρακάτω ορισμούς: 
ϊ) Πότε η ί λέγεται άρτια 
ϊϊ> Πότε η I λέγεται περιττή 
ίϋ) Πότε η I λέγεται περιοδική 
ίν) Πότε η ί λέγεται φραγμένη άνω και 
ν) Πότε η ί λέγεται ρμσγιιέυη κίττω 

3η 

β,) ώίνετοι ή συνάρτηση 1 με ί(χ) — —γ <■ κ £ Να 

βρεθεί ι ο σύνολο τιμών της ί 














ύ) Θεωρία 


β ί(χί = 

I Ιίΰΐϋ τιμών: 


3χ 


χ 1 + 1 


| Α - Κ 


Β = 


γ £: Κ =: X Ε Γΐ ; μ = ~τ 


3χ 


χ' + I 


= ίν £= Κ : 3 χ Ε Πΐ : ν*' — 3κ + V = 0] - 


~ & Ε Κ ■ γ = Ο ή (γ τ* 0 Λ 9 — 4γ ; Ο }] - 

- μ Ε Κ : μ = 0 ή |γ 0 Λ |γ| ^ γ|| = 

I _ 1 Α' 

! 2 1 2 , 



α) ' Εοτω ί, 3 συναρτήσεις που οριϊρντια ίϊτα δ^ατημα 
ώ € Κ κτη χ π <Ξ Δ. Αν ΰι ί, 3 είναι πρραγι,ιΐιγιαιμες στο ηο, ιώτε 
να ϋπΰίϊΕίχθΕΪ άτι κα:ι η ί + ■£, είνοί Γΐαραγωγ[αιμη ατο χ,, και 

■Είναι: (ί + β)' (χμ) = Πκοϊ + β' ίΧΐ.)- 

β) Έστίιΐ η συνάρτηση ί μ* Γ(χ) = ίχ* 4- χ -)- 3. χ Ε Βΐ, Να 
βρΈ&Η ηι ίξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης 
της 1 στο οημεΕο Μ ΐϋ,3) 



α) θεωρία 

β) Γνωρίζουμε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής 
παράσταση της ί στο οημείο (χ : ., Είνετσι οπό τη α^έση: 

V - Ημ) = Ι'Μ ίκ “ Κρ] 

Είναι: Γ(χ) = 4χ + 1 και για χ = 0 είναι ί^Ο) = 3 και ΐ'(Ό) = 
= I και άρα γ — 3 ^ 1 (χ 0) » γ — κ + 3* 
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1986 

γενικές εξετάσεις 
1η Δέσμη 



α) Θίιυρυύμί τρία διανοήματα σ. β, ν που ανήκουν 
στσ Ε, Να δώσετε τοιχ; παρακάτω ορισμούς; 

ί) Πότε τσ βιανύαμστο α ρ ^, 7 λέγΟΪΛώ γραμμικών 
Εξαρτημένε]; 

ΪΟ Πότε τα διανύαματα α, β , ν' λέγονται γραμμικώς σνε- 
ξάρητΟ; 

β) Να ππηδειξετΕ ότι, σν τα διανύσμαΐϋ έΤ, β, ·γ είναι 
νραμμικώι; ανεξάρτητα τόΐΐ εΗαης και τα δτσνίχτμστα; 

ν — 3α — β Η- 2γ . ν — ϊα — 2[Τ + 3γ* και 
ώ = — 3α + ]Γ + 2γ* 
είναι γρσμμικώς ανεξάρτητα. 



α) ί) Θεωρία 


ϋ) Θεωρία 

β) 13 λ, μ, ρ £ Κ : λυ 4- μν 4- ρω — 0) <=* 

! 3 λ, [ί. ρ Ε Κ: ^13α — β + 2γ ) + μ(2α — 2 |Γ + 3-γ ) + 
+ ρ( — 2α + β + 2γ) = 0] « 

[3 λ, ρ Η ρ € Κ: {3λ + 2μ - 2ρ}ίΓ + (- Λ - 2 \\ + ρίβ* + 





και επειδή □ * β ,. γ γραμμικώς σλΐξάρτηχτσ η τελευταίο 
ιαχοιι μόνυ όταν 


3λ + £μ - 2ρ = 0 ] 

-λ - 2μ + ρ = 0 (Σ). 

2λ + 3μ ί· 2ρ = 0 ) 


Το (Σ) είναι σύστημα 3 > 3 ομαγρυρς με 


Ο ~ 


3 2-2 

-1-2 I 
2 3 2 


- - 15 * ΰ. 


' Αρα δέχεται ουν λύοη μόνα την προφανή (0, 0, 0,). 


Άρα λυ + μν 4- ρω = 0·£»λ = μ = ρ=0, Άρα 
υ . υ , ψ , γρσνμικώς Γτνεξάρτητα στοιχεία του Ε_ 



α} ί) Μο δώσετε τον πρίσμα τον μέτρου ενός μιγαδικοό 
αριθμού. 

0) 'ΕΕατω ω μη μηδενικοί μιγαδικοΙ αριθμοί Ζι, ζ ; Να 
αποδείξετε 6τι \ζι * ζ· τ \ ~ |ζι| 1 \ζζ\. 

■Ρ) *Εστω ότι: 2 ~ £2*. 3 ) + 12ψ 1Η* *. ψ Ε Ιΐ Να 

αποδείξετε ότι στο ίιίγαδικό επίπεδο π γεωμετρικός τόπος ίων 
οημείων (κ Γ ψ) ιταυ είναι ιέιοιο ώστε: 

|2ζ - 1 + 3ί | - 3 

είναι κύκλος. Στη αυνεχεια να βρείτε τις συντεταγμένες του 
κίνίμοϋ ταυ κύκλον αστού και την ακτίνα τον. 



α) ί) θεωρία 


Η) Είναι |ζ· ■ ζ 2 | 3 - (ϊι - Ζι)· ■ (ζι ■ ?ϊ) = {ζ ι ■ *?){£, - = 

= (ζι ■ ϊι) * (ϊι ■ Ε"ϊ) = |ζϊΙ 3 " |ϊ« | 1 και σρα 
Ι*ι ■ ϊ^| 3 = Ιϋι| 2 ' ίζϊϊ 2 « |ε, * Ϊ 3 | 3 = ίίΖιΙ ’ |ζ 2 |> ; ** 

*+ ΙϊιζϊΙ “ Ι*ι| ■ I ϊι\ 
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(ϋ) "Εστω 5-,τ η γραφική παράσταση του ζητούμενου το 
τιου. 


Εΐιτέ μ* — (χ ■ γί) £= 5^-τ » 

μ '- Κ 


ια 1 - χ + νϊ 

τ = (2κ - 3) + ί2ν - 1)ί 
χ„ γ ε κ 
2ζ - 1 + 3ΐ| - 3 


1 ΜΓ — X + μί 

ζ = (2κ - 3} + (2γ - 1Κ 
κ, μ €: Κ 

ι 12(2χ - 3) + 2ί?.γ - 3)1 — 1 + 3ί = 'ό 


ΙΑ' = X + μΐ 

χ 3 Μ Έ Η 

](4χ - 7) + % + 1)ι| = 3 


β 


ι 


I 


•Μ = X + VI 

κ, ν Ε Κ 

(4χ - 7ϊ 3 + (4γ + I} 3 = 9 , 


ι ια' = χ + ^ 
X, μ. €Ξ ίΐ 
/ 7 

Ι κ "·τ 


+ 


ν + 


9_ 

16 


Οπου (0, ρ) κύκλος με κέντρα το 


υκτίνο ρ — —, ' Αρα 5 ν ·ι = (Οι ρ}· 


** V* ε (0, ρ). 



και 



α) Έστω ότι η συνάρτηση ι είνα» ορισμένη α 1 ένα όιάστη 
μα Δ κίιι έστω χ,ί € ΰ. Να βώσετε τους παρακάτω ορι 
σμούς 1 


ί) Πάπε η ί λέγεται συνεχής οτο *ύ, 

ϋί Πόυ : η ί λέγεται συνεχής από δεξιό στο κ..; 

ίϋί) Πότε η ί λέγεται συνεχής από αριστερό οτα Χυ; 

(3) Να ηροοόιορίεπε το π, [ϊ ►= ΙΓΪ ώστε η συνάρτηση ί 
με 















ί(*) = 


' 3αβ 1ι *' + χ ΟΜ 

2>: ] - £ΐ* 3- 3β αν - 1 < * < 0 
, ]1ημχ + σσυνϋ + 1 αν ΰ ^ χ 

είναι ουνβχής στη Κ, 



σ) ϊ) Θεωρία 
ϋ} Θεωρία 
ίίί) Θεωρία 

0) Η ί είναι συνεχής \/χΕ <- — I) σαν άθροισμα 

ΛΛίίχών συναρτήσεων 

Η ί είναι συνεχές ν' » Ε ( 1,0) σαν άθροισμα 

αυνκχών συναρτήσεων 

Η ί είναι συνεχής V χ Ε (θ Γ + ■“) σαν άθροισμα 

ουνιτών συναρτήσεων, 

Πα να είναι συνεχής και στα. σημείο χ = - 1 και χ = 0. 
Πρέπει: 

Ιιπί £(*) — Ιιτπ Γ ί(χ) = £(1) και Ιίιπ Ι(χ) = Ιίιπ ((*} - £(0). 

Η. 1 ϊί 1 ·Π· ι 

Είναι; Ιιππ ί(χ) = Ιίτη (3α £ ϊ_ι 4* χ) = 3α β' 1 * 3 η- ί— ί) - 

)·:— 1 —1 Λ 1 

= 3α β" - I - 3ο - 1 
Ιϊχτι 5 _ίΐκ) = Βτη ^ ( 2 χ : — αχ + 3 β) = 
β 2 - 1)* - σ * |- 1) + 3(3 = 2 + σ - 30 

ί(- 1) = 3α ε - ]+1 +- (- 1} = 3α - ] 


♦ 


Αρσ 3α - 1 = π + 3β + 2 ** 2α - 3β - 3 = 0 |1) 
Επίσης; 

ίί^ ί(χ) = ίίΜ (2η : - αχ + 3|3) = 2 ■ 0 : - α - 0 + 3(1 = 3)1 
ί ϊγπ.(( χ) — 3ίπ].(βημχ + ασυνκ 4 1) = βημΟ αουνΟ 1 — 
= 0 + ΰ + ί = &4Ί 


1{0) - Ρημπ + σσυνΟ + 1 - α + 1 
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'Αρα 3β = ίι + 1 « ΰ - 3β + 4 = θ (2) 


Λύνοντας το σύστημα των (1) και (2} βρίσκουμε σ = 4 

Α ή _ 5 
και ί- Γ - 

Γ«? τις τιμές □ = 4 και, β = — η ί είναι συνεχές οιο Κ. 

Ο 



οό Να αηοββϊίξβΤΒ ιο παρακάτω θεώρημα: 

Πίττοτ ότι μια συνάρτηση ί είναι παραγωγίσιμη □’ ένα «ναι 
κτό διάυτημα (η, β) κήι άτι στο χ Η £ (□, β} £ΐναΐ Γ(χ<ι) — 0, 
Η ί παρουσιάζει στο X/. τοπικά μέγιστο αν: 

V* Ε (α, **], Γ(κ) ^ 0 και V* Ε [**, 0). ('(*) < 0 

β) 'Εοτω η πτινόρτηση ί |ΙΡ 


ί(χ) = ^ σ — ^ I χ 1 — | α + "■ V — Ιΰκ + 7, χ £ Η, 
Να βρείτε το α 6 Κ ώστε η ί να παρουσιάζει καμπή στο 



Μετά γΐσ ιην τιμή αυτή ιΰο α ντϊ ϋχηματίΓΗίΊΐ ιον πίνακα 
μεταβολών της ί 



ύ) Θεωρία 

3 

β} Γίπ νσ ππρσυΓπάζρι η ί καμπή στη χ - — πρρπΕί 

2 


ί" | γ | = 0 και αριστερά -, δεξιά του — η ί" να αλλάζει 
πρόσημο. 


Είναι: I (χ) — 3 | α — — | χ 3 — 2 


ΓΟΟ = ό [ α - γ μ 


α -+- — | χ — 10 και 


α+ Τι 








■Α« ί-(| 


| = 0«·6( Ο -|-).}-ί( Ο +^)=(Ι« 
2 \ I 1 'ι 

“ 9 ο ^ | 2 | α “I — ,| - 0 « 9α - 6 - 2α - 1 - 0 « 

=» 7α — 7 «■ α = I. 

Για α = 1 η αρχική αυνάρτηαη γράφεται: 

Ηκ) = [ΐ-|-)ίί 3 -(ΐ + ^- | η 1 - 10* + 7 = 

— — |ί( 1 — ΙΟ* + 7 

•5 ή 

και Γ Εκ) = κ Γ ■ ■ 3χ 10, ί"(κ) - 2χ — 3. 

Είναι: ί'"(*) >0 ** 2κ 3 > Ο κ > ~ 

ί 1 » <[>«2κ-3<0**κ<|-. 

Άρα ΐ| ατ>νάρτιιϋΐι ί για α - I παραιισιάζιει καμπή οηο 

3 

* = τ 

Πίνακας μπσΡολιίιν τ ης ϋ 

Είναι: Γ(χ> = Οφ* χ ? - 3* - )0 = 0 «■ <κ = - £ ή χ = 6) 
Γ(κ) = 0+*2κ 3 = ο« κ = |- + 

Γ Γ (- 2) = 2 - (- 2) - 3 = - 7 < 0. 

Η ( για χ = 2 τ.μ, τα ΐ{-2) - ^ 

Ο· 

ί(5) - 2 · & 3 = 7 > Ο 
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Η ί για λ = 5 έχρι τ.ε, τα Κ5) = - 

ϋ 



χ 

3 

—·'■« —2 — 5 + « 

__ 1 ? 

ί 

+ 0 “ ί “ 0 + 

] » 

Ρ* 

ό + ! + 

1 I 

ί 

\ ^ ! 
τ.μ. ΰ.κ. ι.£. 

55 41 233 < 

3 |4 6 

» 

Ε-ί ί στρέφει τα Μ ί στρέφε» τα κοίλα 

κοίλα κάτω άνω. 










1986 

γενικές εξετάσεις 
4η Δέσμη 



Μϋ λυ&Ί η Ε^ίοιουη; 


χ + 3 
- 3 
1 


Ξχ 

£χ - 6 

5 


3κ— 1 
- χ - 1 
1 


= ο 



Λνύπτύιιτ^πίττπς τη,ν ορίζουσα ως προς ίϋ υ™ιχ(;[<ι της τρί¬ 
της γραμμής Ι^ουμέ: 


χ 1 3 

2> 

3χ- 1 


2κ 3 χ · 1 

- 3 

2χ - 6 χ — ! 

= I ■ 

1 

5 

1 

ΐχ — 6 — χ - I 


χ I 3 3χ - 1 ( χ 4- 3 2χ 

— 3 — χ — 1 ί — 3 2χ - 6 


- 2χ{- χ - 1) - 12χ - &){3χ - 1) 5[(χ + 3}(- χ - 1) + 

Η- 3 { 3 * - 1 }| + {* + 3 Κ£Χ - 6 ) + 3 - 2 * = - κ * ~ χ + 6 . 
Είναι: — χ" — χ -4- 6 “ 0 » ίχ = 2 ή χ = 3). 


















Να ττροσ5ισΐΜσ€θύν οι τιμές του λ Ε Κ ώστε ίο σύστημα: 


(λ. + 3)» + - 1)ψ = 2λ + 1 
(λ 2)κ - Ι)φ = 3Χ 4 7 


να είναι αδύνατο, 



Για νπ είνιη Ενα σύστημα 2 X 2 οώύνατο πρέπει νσ ισχύει 
μία από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

] ) □ - 0 και Ε}* ?* 0 ή Οι)? ¥■ 0 

2) 0 - Οχ = [>ψ = 0 και όΧοι υι αυνιϋλεοτάς των σγνώ· 
ιχΐϊΝ,ιυ νπ Είναι μηδέν ενώ Ενας τουλάχιστον σπό τους σταθε¬ 
ρούς όρους 6ιάψορος του μπδΕνάς- 


Είναι 0 


X 4 3 
λ - 2 


{λ - 2)0, - 1) - (λ - 


λ - 3 
- {λ - 1) 

IX-λ-3- 


= (X 4 3)(Χ 1) - 

Λ + 2 ) - (λ - IX- 2λ - 1) 


Είναι Ώ = 0 *+ {λ - 1>(- '2\ - 1) = 0 « 

« (λ = 1 ή λ = - ^) 


Οχ - 


2λ+ 1 λ I 
3Χ 4 7 - (X - 1) 


- - (λ - 1)(2Χ + 1} - 


- (λ ΙΙ(3λ 4 1) = ('Χ - 1)(- 2λ — 1 — 3λ — 7) -= 
- (X - ίΚ- 5λ - 8) = - 6λ' - 3Χ 4 8 


Οψ = 


λ 4 3 2λ — I 
X - 2 3Χ 4 7 


= (λ + 3Μ3λ 4 7)- 


- (λ - 2){Ζλ 4 1.) = X 1 + 19Χ 4 23 


Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
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ί) λ = ] τότε Ο = 0, ϋ* = ίζ [3«ρ = 43 ^ ϋ οπότε το 
σύστημα $3νσι αδύνατα-, 


I 33 

ίϊ] λ - — γ τότ£ ϋ - 0, = — Φ 0 άρσ και πάλι τα 

σύστημα είναι αδύνατο. 


Άρα για X — 1 η Λ 


1 

2 


το ίΣϊ αδύνατο. 



ώίνιται η, συνάρτηση I με ί(χ) = 2χ’ + 3χ — 36χ ) 90, 
χ ί= ΙΚ 


Να βρείιε τα ακράτατιπ της συνάρτησης ί. 



Η ϊ ορίζεται στο Κ. Ετιομενιυς πιθανά ακρόίύια εϊυπι μόνο 
σι ρίζες της Π*) = 0, 

Είναι Γίκ) - 6* 1 + ύχ - 36, Γ'(χ) = 12χ 4- 6 και 
Π«) - 0 «> 6χ 3 + όκ - 36 = 0 <=* (χ - 2 ή χ = 3). 

Άρα πιθανά ακρότατα είναι τα κ = 2 ή —3, 

ί) Για χ ~ 2 είναι Γ'(2) = 30 2> 0 και η \ παροοοιΰΙ^Ε 
στο χ -3 = 2 τοπικό ελάχιοτο μπ ί(2) = 46, 

31) Για χ — — 3 είναι ΓΊ. — 3) = — 30 < 0 και η I πα¬ 
ρουσιάζει οτώ Κπ = — 3 τυπικά μέγιστο με (( 3) = 171, 



α) [) Έστω 5 το σύνολο τιμών μιας μεταβλητής X ενός 
δείγματος μεγέθους ν. 1 1 ονομάζουμε σχετική συχνότητα μιας 
τιμής χ £ 5; 

II) Έστω μία συνάρτηση ί ορισμένη σ' ένα διάίπημα Α 
κίΐι χ Μ — ύ Πότ£ η συνάριηοη ί λέγεται πσραγ(κ]γίσιμη στο 
Χο: 
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&) Έστω η συνάρτηση ί με ί[χ) ~ ~ χ 1 ^-χ : I- 7χ 1 τ 

Ο ύ 

η €: [Η Αν € Είναι γ\ γραφική παρύαΐμουη της ί, να βρεί¬ 
τε ΐην ΕίίϋωΟΓ» ΉΚ Εφαπτομένης της (Γ ιπο σημεία | 1, ~ 


Στη συνέχεια να βρείτε σε 1 ποιο σημείο η εφαπτομένη αυτή 
Γέμνει τον ύζανα κ'χ. 



ο) Γ θεωρία 
Π Θ-εΐι^ία 

Ρί Η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται σε ένα σημείο 
(«ο, ί{κβ)} της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης βΐνε- 
τπι από τον τύπο: 

ν - φϊο) = !'{*□) <Χ - *η). (1) 

Έχουμε ί'(χ} - χ 1 5χ + 7. Για χ = 1 είναι 

23 

Ε[1ί =■ ^τ- και Γ(Ι) «■ 3 

ο 

23 5 

και η (1) γίνεται: γ ~ ~ρ ~ 3(χ - 1) «> φ — 3χ Ή — £2) 

ν α 

θέτοντας στη (£)■ γ = 0 βρίσκουμε ίο σημε-ίο στο οπαία 
η εφαπτομένη τέμνΕί τον άξονη χ ' χ Έχουμε; 

0 = ·3·χ + |-« 

6 

και το ζητούμενο σημείο είνοι γο 





1987 


γενικές εξετάσεις 
1η Δέσμη 



Α. II Έαίω ια ΰιανύομα κι. α„ β, γ τοο εηι-ηέβοσ. Να σπα 

δειχτεί άτι π ΜΡ + γ) = σ ■ Ρ σ 1 V- 

31) Νυ άιτοδέιχι-ρί άτι, Εύο μη μηδενικά Ειανάσμοτα Είναι 
κάθετα, αν και μόνο, αν το εσωτερικά γίνόμυνή ιοιχ; είναι μη- 
6Κ 1 - 

Β. Σί ένα ΰ0θοκανομΐ«ώ οόϋίημα αναφομαι, Οχγ ΕιΕπντπι 
τα σημεία Α {4, βπι Β ί3, — &) θεωρούμε την εοΘεΙ'ο (ε) με 
εξίοωοη 7κ. Η ν 23 = 0, Να βρίθιΐ οημκϊο Μ της (εί 

τέτοιο ώστε το τρίγωνο ΑΜΒ να είναι ορθογώνια οιο Μ 



Α. θεωρία 

Β. Έστω Μ {χ\, νι) τη ζητούμενο σημείο της ι'ε) Τότε θα 
έχοομε: 

7χ»- + μι 23 = 0 |ι 7χι Τ μ, — 23 - 0 1 
ΛΜ 1 ΒΜ Ρ ΑΜ * ΒΜ = ί) 


7κι +■ μι —23 =0 

I ? (κ, - 4) (Χι 3) + (μ, “2) (μ, + 5) = 0 

1 νι 33 23 — 7*ι | 

I ** κΐ — 7χι + 12 + νΐ + 3μι - 10 = 0 } ** 
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ί νι - 23 - 7*ι 

] ^ XI + νϊ - Ιχι + 3νι + 2 = Ο Γ 

1 νι = 23 - 7ϊι | 

* χί + <23 - 7Χ,) 1 - 7 (23 - 7*,) + 3μ, + ί = Ο I * 

| νι = 23 — 7χι ) Χι — 3 Χ· - 4 

I ^ χί - 7χ, 4- 12 = Ο ,ί “* ν* = 2 V, = - 5 

Άρα υπάρχουν δύο θέοΐΐς του Μ <Χι, νι > πάνω στην ίε) έτσι 
ώυτυ τΰ τρίγωνο ΑΒΜ να είναι ορθογώνιο στο Μ. 



Α Αν |ν 5ϊ νι, ν,,ί ρίνσι μια [ίό(.?η του διανυσματικού χώρον 
V, τότβ. να αποδειχτΕί ώτι κάθε άιάνυομα ν £ V εκφράζεται 
κατά μοναδικά τράττπ ως γραμμικός σπυάιρσμής των διανυσμά 
των της βάσης πυτήί; του V. 

Β. Δίνεται το υποσύνολο τον 

Κ’, V = |(α. ο - ρ, 2ϋ + 3β) I α, β £ Κ], 

Να αποδειχτώ ότι το V είναι διονοσματικός υποχωρος του Κ 
και να Βρεθεί π διάστασή τον 



Α- Θεωριρ, 

Β. Το τυχαίο στοιχείο του V γράφεται: 


(ϋ, & - Β, 2α 4 3β) = <ΰ, α Γ 2α) + ίΟ Γ - β , 3β) = 
= □ (1. 1, 2) + β (0. - 1, 3) με σ,β&Ρ. 


Ήτοι τα άιαιχεία του V είναι γραμμικός αυνδιαομάς των 
στοιχείων (3, 1,2) και (ΰ, - 1, 3) του ΓΓ 

' Αρα το V διπνυσ|ΜΤΓΐκάς ϋπάχωρος τοο Π' 

Τα στοιχεία (1, 1, ?) και (0, ■ I, 3) είναι γραμικώς ανεξάρ 
τη τα στοιχεία του Κ' αφού υττσρχει υποπίνακας του τύπου 2 X 2 


1 
1 

2 


0 

1 

3 


του πίνακα Μ. — 


που έχει άρίζΰαΟα αΐάφαμη ίου μη- 
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ίίΕνί.'κ;. π,χ. <3 ' _ , 

'^στΕ 1 τη π^χοίο στοιχείο του V γρΰφ&ΐίιι υαν γρορμικ-ώς αμν- 
Βιαομός των £1, 1, 2) και [0, 1, 3), τα ι I, 1, 2). (0, - 1, 3] εί¬ 

ναι γ(κιμμΐΗ([ΐι·, ανεξάρτητο στοιχεία ΤΟϋ V. ' Αρ-ϋ τΰ !ί Ι ν I, ΐ), 
(0, 1, 3)| ρίναι μια βσπη στο V με διάσταση 2. 



Α. Αν 3πτΠΛ(, = + » ή - » και για κάθε ν Ε Μ είναι ο. υ ρ 5 0 
τπτγ νπ ππαδΐΐχτΕί ότι Ιϊιϊί - = 0 
Β. Να βρεθεί ΤΟ ύριΰ ιηι:; (α,,) μί' 

= ί^/7ν* + &ν + Β - \/7ν* + 3ν +3 )+ ^/63γ· - 5ν -I- 20 


Α Θεωρία 

Β. α„ = (^/τϋ 1 + 6ν + 5 — + 3ν + 3 ) ■ — 5ν + 20 

(3ν + 2} ν'β3ν Ί - 5ν Ί- £0 


\/7ν Λ 4- ήν + & + 1 1- 3ν 4- 3 


1 ( 3 > τΗ^4*? 


1 * ϊ 


V Ηί 


+ 7 + Φ*τ' + 7) 

_ 3 V ■ά3 _ 9 \,·'"7 _ 9 _ 

2 \/7 2 \Ιΐ 2 
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Α Αν μία συνάρτηση I ορίζεται σ’ ένα ανοικτά άισπτημα Δ, 
παρουσιάζει τοπικά υκρ'Ίτυπυ στο χα Ί Δ κυι είναι I ΐαραγίιϋ 
γίαιμη στο χο Γ τότε να αηΰ&Εΐχτεί ότι Γ(κο) ~ 0. 

Π Δίθετσι η συνάρτηση ί με ί(χ) — κ' 14χ' +■ 24)1 Έοτω 
^ ΙΊ γραφική παράπτΐΐοη της συνάρτησης I. 

Μα σηοάειχτει ότι υπάρχουν τρία σημεία Α, 8. Γ ·.“ ^ τί'Τοιυ 
ώυΐ ί οι ΕφαπτομένίΕς της ^ στα σημεία Α, Β, Γ να εΐυα» πα¬ 
ράλληλες προς τον άξονα χ' χ. 

Να αποδειχτεί άτι ίο βαρύκεντρο ίου τριγώνου ΑΒΓ βρί¬ 
σκεται πάνω στον άξονα μ Γ μ. 



Α, θεωρία 

Β. Οπως είναι γνωστά από τη θεωρία., αν η" ρνπ αημειπ 
της γραφικής παράστασης της ί η εφαπτομένη είναι παράλλη¬ 
λη τι(κμ; ταν άξονα χ'κ, α’ αυτά τσ σημείο η παραγωγός της ί 
I η&ενίξεται. 

Για να απαΒρίξρρρΓ λοιπήν ότι πε τρία σημεία της θ η ετ|κτ 
πτομίνη είναι παράλληλη προς τον άξονα χ'χ. αρκεί να 5τί- 
ξπαμε όπ η εξίσωση ί ίχ} _ 0 έχει τρεις ακριβώς λύσεις: 

Είναι Γ(χ) - 4*' - Ξίίχ + 24 =* 4<χ 2 - 7* -I- 6) - 0 * 

+ ** - 7χ + 6 = 0 * κ 1 - 7* + 7 - 1 = 0 =* 

=* ΐ** - I) - 7 (Κ - 1) = 0 =» ί* - υ {χ 2 + X + ί - 7) = 0 =* 
(χ - 1) (χ : + χ - 6) = 0 =# χ = 1 ή χ - - 3 ή χ - 2. 

’Αρσ Γ(1) = Γ(— 3) = Γ(2) = 0 

και επομένως υπάρχουν τρία σημεία της € το 

Α£1, Ιΐ!)>. Β4- 3. «3» και Γ(2, 1(2» 

οτα οποία οι εφαπτομενες ιης € είναι παράλληλες πρπι τσν 
άξύνπ χ' χ 

Εστω τώρα Μ το μέσο της ΕΐΓ και Ο το κ.]ΐ. τπι> τριγώνου 
ΑΒΓ τότε: 
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μ( ψ,^ψ™)= Μ [ ι.ί^Α) 

και 

λ = (Α, Μ, ϋ) = 2 

'Αρα Ο *> : λ = — ί 2 |~^' ί · - 0 

I + 2 

Άρσ το ΒΐΟ, νη) βρίσκεται πάντυ στον άξονα ν'ν- 




1987 


γενικες εξετάσεις 
4η Δέσμη 



Α. Έστίυ συνάρτηση ί: Α — Β, ·6που Α £ Κ και Ε 1 Η με 
Α ^ 0- Νο {τώσετε τους πεφΟτΐώτ^ αριθμούς 
I) Πάτε η ί λέγιτυι γνηαίως αύξουσα. 

Π) Πότε η Ι’ λεγετσι γνηπίυυς φΟΓυουσπ, 

ΓΕΕ> Πότε η ί λεγΕΤΕΠ αύξουοα. 

[V) Πάτε η { λέγειοί φΐΗνοσσα 
V) Πάτε π ί λέγεται πσνυσρτηπη επί*. 

Β Ε) Νπ βρείτε την εξίσωοη ευθείας ιιοο Βι«£ρχεται από τα 
•.χημείο Λ (4, -3} και Β (— 2,5). 

Π) Να βρείτε τα λ (λ £ Κ) ετυι <ίιατε η ηορατάνηΐ ευθεία να 
άιέρχετπι ίτπά το ο^μεΐα ]' ( 3, 2λ 1), 



Α. Θεωρία- 

Β. Ε) Η ΐξίαωοη ευθείας που περνάει από τα Α (4, — 3) και 
Β (- 2 „ 5) Είναι η 


X V 1 


3 1 


4 1 


4 -3 

4 -3 1 

— 0 =>·χ 

■ 

- V 




-2 5 ] 


5 1 


-2 I 


-2 & 


— 0 =? - 8η - άμ 4· 14 - 0 =* 4χ Η- — 7 — 0 


II) Η ευθεία 4χ +- — ?'= 0 διέρχεται οπή το ί’ (— 3, 

2λ — 1), άρα Οα είνατ 














4< 3) 4 3(2λ - I) 7-0=*-12 + 6&-3-7-=(Ι=* 
=» 6>. = 22 =» λ - ~ 



Α. ' Εοΐυΐ ϋ η μέοιι τιμή της μεταβλητής X ΐικ; ηρος την π- 
ππία ίΡοΓππυμρ ί : υα Ρπγμπ. Νπ οπαδέ ιχτρι ότι μ μέση τιμή ν 
I Γΐ(, μικ. Γ-ύβλητής Ψ — ΰΧ ι Ρ (α, β £Ε Ιϊ) είναι μ — ακ + β. 


[1. Να αποδειχτεί άτι; 


π β+ 1 1 

|3 α + ] 1 

π 4 β I 1 


= (] 



Α Θεωρία. 


Β. Έστω Γ) - 


ϋ Ρ + 1 1 

ρ ( 1+11 

α + 3 ι ] 


ΤΊΤΤί 



α 4 Ρ + 2 

β-ε I 1 


1 β + 1 1 

ϋ = 

α 4 β + Ζ 

α + 1 1 

- ία + β τ 2) 

1 α + 1 1 


α 4 3+2 

1 1 


1 I 1 


. = (θ + β + 2) ’ ϋ = 0· 



Νπ βρεβοδν πι τιμές των λ κπι μ γκ: τις οπαίες τα συστή¬ 
ματα 


(5λ - Ί)χ τ ΙΟμμ = 3 
2χ + 4ν = 5 
είναι συγχρόνους σβάυπτσ. 


(λ-2)χ (μ + 1)μ = 7ΐ 
ίΣιϊ Κα ' 3* *· 6μ = 5 ) (Σ ’'· 



% 


Ε Ία καθένα Ππώ τα ϋυΟτήματπ Εχουμε 

















- 12 - 50μ 


I ' 


£Χ - 110μ 

2 4 


1λ· = 


8λ 20μ 4. Ο, 


3 ΙΟμ 

5 4 


2λ - 1 3 
2 5 


= ιολ - 11 


και 


Ο = 


λ 2 <μ + 1) 
3 -6 


- — 6Α, + 3μ ■+■ 16, 


ο; = 


(μ + 1) 
- 6 


- 5μ - 37, Ο; = 


|λ-2 7 


- 5λ - 31 


Επειδή οί. καθένα από τα συστήματα ένας τσσλώχίστον από 
τους Ί πιιντελρπτές των αγνώστων Είναι Εισφοράς ΐθϋ μη&ε- 
νός„ ιΐί υικπήμαιυ είναι συγχρόνως αδύνατα μόνον όταν: 


Ο - Ο' ~ ο 
|0.| + ΑΙ>0 

|Ρ Κ | + |0VI >0 


Βλ 20μ = 4 

— 6λ + 3μ ~ - 15 

10κ| + [ΟμΙ >0 

]0;ι + |0^>£3 


«·» 


2Α — 5μ — 1 
2λ + μ = - 5 
|0,Ι + 113,1 >0 

ιΰ;ΐ -η ιθ;ι>ο 


μ - 1 
λ - 3 


' Αρπ ΟΙ ίητοΰμρνες τιμές είναι λ - 3 και μ 1. αφού ΐιΑη 
μούν τις |Ο κ | + Ο ν >0 

\ϋ*\ + ΙΟϋ >0 



Α. Να απ( ϊίΐριχτιτ ώΐι, υν μία ρυνόρτηση ί είνα παραγωγίαιμη 
ο' ένα σημείο χ&, τότε είναι συνεχής στο σημί&ι ππτπ 
[3 Ε^πτω £ η γραφική πάμπκιιυαη ΐης I μι 

Η*) = αχ· 1 + &* 1 + 9χ - 12. 

Να προσδιορίσετε τα α, β ^ Κ έτσι ώστε το σημείο Α(2, — 10) 
ν’ ανήκει πτπ καί η εφαπτομένη της Οΐυ Α να έχει σϋνίΕ- 
λιαιή βΐίττθύνοΕίικ; ΐοι αριθμώ 3 
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Α Θίωρία 

Β. Έχουΐΐΐ = 3 αχ 2 + + 9 κύι 

Γ(2) “ 1 2α + 4[ί + 9 

Από τα δεδομένα [ου προβλήμο-τος έχουμε: 


#2) = - 10 | Βα + 4ρ + 6 = - 10 Ί 3ο -» 4ϋ = — Ί6 
Π2) = 3 }’ 12α + 4|ϊ + 9 = “3 } ’ 12α-Η4β= 12 


Ία + β = 14 

3α 4 ρ - - 3 


ο - I 

Ρ = -6 
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1988 


γενικές εξετάσεις 
1η Δέσμη 



Λ Να λυθεί το σύστημα: 

{λ + 1)χ +- ν — λ "ι" ΐ 

χ + (λ + Ι)γ*= 1 
χ + V ^ 2λ + I 

Β, Να δβίξΕΓΕ ότι ίο σύνολα 


Α = 


1κ + ] 


5 4Α 


κ, λ £ 2 


εφοδιασμένο με τη συνήθη πράξη του πολλαπλασιασμού κλά¬ 
σμά ίων Ο Τ Ο Οΐ £ΐθαι ΠΟΑλΰτΊλήτπτκπιΚή πμπ6θ· 



Α, Το <Σ): (λ + 1)χ + ^ = λ + I 

Η + {λ + 1|μ = I 
X + V = 2λ + 1 


Είναι σύστημα του τύπου 3X2. 

Υπολογίζουμε πρώτη την ορίξουπσ Π τπιι ρπποξημένσυ πί¬ 
νακα. 



λ 1- ϊ 

1 

λ + 1 


λ 

- λ 

λ 

□ - 

1 

λ - 1 

ι 


1 

λ + 1 

1 


1 

1 

£λ + I 


0 

- λ 

2λ 


ιοί 












1 - ! ] 

= V 1 λ + 1 ί¬ 
ο - 1 2 

; λ+1 1 : II - I λ+1 . 

1 2 ' Λ Ο 2 ■ λ ΰ - 1 

- λ' (2λ + 3) + 2λ’ - λ' - λ '(?λ I- 3) I- λ’ = 

- λ-(ίλ 14 ) = 2 λ'(λ + 9.) 

1) Ο Φ θ Λ %φ-% Το [Σ) 06 ™η, 

2 ) Ο = ■[)·■* λ - Ο ή λ - - 2 

ί I 1 Α - Ω Το (£1 γ — | — 1 » ^· =. 1 — * 

X + V ~ 1 Μ Ε Κ 

* + !/ = ! 

Λτγ^-ί[ ΐί-ι λύνεις της μορφιά (χ. ] χ' Οΐ. 

- χ + μ — — ] | χ — ν — 1 } 

ίί) λ = — 2 Το <£} ** χ - ν = 1 » κ — φ — 1 ] ^ 

χ +- ν =^- 3 χ + μ = 3) 

κ — μ· — 1 χ ** — ι 

* + ^ - 3 ν = — 2 

ΜιΟ υκβι^ώ*; Λι'χιη τη ■; I. '£) 

Β Αρκεί νυ δείξουμε ώτ· ιο Α ί.·ΐνυΐ υποαμάίκι τη·; πολλ-α 

I ΐλ III ΡΙ· 1!Π ΙΚΤ’ϊ; Μ| ,ι Ί6πι (Κ 1 ί 

Πορατηρούμί. ώτι; 

* Α ^ Κ* οιφού το Ο Α. 

* Α ■'·/- 2 > ιιφοι'ι ριπ η 1 κοι Α “ Ο (0 I € Λ. 

* V . Μ, ν £ Α * Α. 3 ΐρόγροτι: 

4κ — 3 4κ' + 1 

ν 5-4λ 5 - 4λ 

με κ. λ, κ' „ λ' £ Ζ 


5 ΚΙί 


Εδκκ -ι- 4κ + γ I 
25 20α 1 - 20ν+ ϊδλλ' 


4ξ4κκ ’ + η +«') + ! 

5 4ί 5 I 5λ I- 5λ' - 4λλ') 



ι Α 


* = 


4μ 4 1 
5 -4τ 


ρ - (4κκ' + κ + κ') £ 2 και 
I = (5λ Η- Ελ" — 4λλ' -5}ξ 2 


* ν' χ. ^ Α ·=* - €ΐ Α* Πράγματι 

Λ 

1 5 - 4λ 4 4 I - 4λ 4(— λ + I) 4 1 
χ 4λ +1 -5 — 4 4-4* 5 — 4(1 — κ) 


1_ _ 4ο 4 1 
κ 5 — 4α' 

με α = (1 — λ) £ 7 , 
α* = (1 κ> £ I 



'Αρά τα Α υποαμαβη της παλλΓΓπλπΓΠικής τηιάΕκτς (Ρ*) 



Α Να αποδείξετε όπ κά& ακολουθία ϋύ^'ουοα και φρυγμέ¬ 
νη ύνω τι ναι αυγκΑίνΐ ιί ικι. 

Β Να βρείτε το όριο γγ%; (υ.4 με - I και 

&η-] - \/$άΙ 4 5 Υν £ Ν*. 



Α. θίιΐϊμΊΓΐ. 


Η. 1) 

Π| = ί > 0 

V 

α,,. > 0 

I 

0*1+1 > ϋ 


Πράγματι: ο... > Ο =* 4α. ν 5>* ν'^-Κ - 5 > Ο => η·^ ι > Ο 

Αρο ο,. > 0 ^ 1 ) ι Ν* κοι επΰμένίικ; όλοι οι όροι τπα α^ 
ορίζονται 


ϋ) 


Οι = 1 < (I; ν'9 - 3 

Ου Ο ν 1 I 


ΜϊμΊ < υ·.-2 


Ε03 





















Πράγμα τι α υ < =» 4α* < Ίονί-ι =*> Ία„ + 5 < 4α* η + 5 =* 

ν ,; 4ϋ^. + 5 < ν^σ.,+ι +5 =* α μ <ι < ΰνΐϊ 
'Αμπ αν ; (τΐΌ Ν* 

®) (5 ν < α ν -τ : -» υ Μ < ν'4αν + 5 =» Ον — 4α„ - 5 < 0 * 

1 < □* < 5 =*· 0 < α^ι < 5. 

Αρα α>ί φραγμένη 

IV) Η ακολουθία (α Μ ) υκ; μονότονη Κ-αΐ ψραγμίάτη αυγκλί- 

ν·ΕΙ ΓΪΤΟ [Η. 

' Εστω ΙίΒΐσ„ - ΐ =*■ 1ιτπ«ω-ι = κ. 

' Αμα 3ίιηα ν +] = Ιιπι \/$α ν + 5 = \/41ϊητΚ]μ + 5 — 

η = ν''4^ + 5 =* χ' - 4χ 5 = Ο => κ = — Ι,ϋ =* κ = 5. 
Άρα βηαι/ — 5. 



Α. θκυ.)ρο6|ΐρ συνάρτηση υ που σρ'ζειατ □' ένα διποτημσ ώ 

Να αποβΕίφτε άπι αν η 9 ρίναι ποραγωγτσιμη στη σημεία χ. : . Ε Δ 

. ι 

και 9 Ϊί,ι} ^ Ο, τότε και η συνάρτηση — είναι παρσγωγιαιμη 

ϋ 

οτα χ*. >ίοι Είναι 



(κη) = 


9'ίκα) 

Ιΐΐί:·-.Ι| 


Β. Δίνεται η ΐτπνπρτηιπτι 1 \Χΐ ί(χ) = X + 1 Η 


I 

* + 1 


]} Να βρείτε τα βιαστή μα™ μονοτονίας και τπ πκρότ<πα της 
συνάρτησης. 

0) Να υπολογίσετε τα ι μ|1α&ίιν ταμ χωρίου που περικλείεται 
από τη γραφική παράσταση ^ της συνάρτησης Ρ. ιαν άξονα 
πχ κπι τις ευθείες με Εξισώσεις χ — 2, χ = &. 



Α. θεωρία, 

Β. 

[) ■ Η ί ορίζεται στα Α — Ρ - {— I ( 
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Γ(χ) = 1 - 


I 

(χ + IV 


χ 3 + Ζχ 
[X + IV 


Α 


ί'ΐχ) = Ο « χ ! + 2χ - Ο «■ χ - Ο ή χ-'2 
κ 2 4- 2χ 

ίΊχ) > ίΙ « , ΐ ι > Ο χ ; ι 2χ > Ο ** 

(χ + 1) 

** κίχ + 2) >0 β η ? |- - 2) I 1 [Ο, 4 =°) 


' Αρα 


X 

- Ξ - I 

ί 

1 

_Πχ] 

+ 

ί 

ί 

_+ 

ί 

/ 

Τ· 

Π- 2} 

\ 

= - 2 

1 γ4 

11 * 
ίΐί 


* ΐι I με Ι(χ) = χ + I + * | Α = [Κ |- 1] ίίαοπ 

χ + 1 

ουνεχής οτο Λ ς ήϋροιαμσ συυρχών οΐίυαρϊΓ < )θκΐηί, 

Αρο η Γ Ει^ΰι : γνηιιίως ρΐξονσα στα (— *>, 21 και [Λ, + ») 

; γνηαίωζ φθΐυουαα στα | - 2, - 1) και (- I, 0] 
και 

για : X - — 2 Εχει τοπικό μέγιατυ τυ |{— 2} = — 2 
: χ " 0 έχει τοπικά ίλ-άχΐίττο το ί{ο) ~ 2 

II) Η πο^ρπιοη ί με ί(κ) = χ 4- 1 + — ] | [£.,51 είναι 

οανΕχής κ<ιι Γ(κ) > 0 V* ^ [2,5], 

' Αρο το ζηΐοΐιμκνυ ιψβα5ό δίδεται από τον τόπο; 

Ε = Ρί£κ) ί±χ —I (χ + 1 +■ - ---— ] ϋχ = 

2 *% 1 χ + Π 

- ί κ,-δχ + [ ΙΐΙκ + ί — 3 — άκ — 

Ί - 2 Κ + I 

= Ί* [» 3 ]! + [χ!ί + Ππίκ Η- 1^ = 

= 1 (35 - 4) + (5 - 2) + ίΐπδ - 1π35 = γ + 3+Ιπ-| = 
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Λ Π Νο δώσει ε του πριαμό της παραβολής. 

III Δίνεται η παραβολή = 2ρχ ·κύι η ειΗ,ίείπ ^ — λχ + |«, 
Νο αποδείξετε ότι η Ευθεία και η παραβολή έχουν ένα διπλό 
κοινό ϊτημίτιι αν και μόυον ίτυ ρ — 2λκ. 

Ε3. Δϊνοαι η παραβολή ν' = 4χ, 

II Νϋ βμίίϊί:· ΤΓ|υ εζίοωοη της Εφαπτομένης της παραβολής 
ρπιι ρ[\?ςιι κάθετη «τηυ ευθεία με εζίοωοη 3χ τ ν + 3 - 0 (η), 

[]) Να ίΐυϊ_( [ ι Ιΐς ϋξίϋώϋυι, [υυν & ψαιπομένιινυ της πα(κτβο· 
λήί; πς οποίες φέρνουμε από το σημείο {— 2, 1). 



Λ. Θίυιρίπ. 

Β. [) Για την παραβολή ^ = 4>: έχουμε μ 2 Κ(ΙΙ επομέ-- 
νΐιΐί; η Ε-φϊΐτΓΓημέυη οπτής στα τυχαίο σημείο της νπ) 61- 
δετοί αττά ΐην βξίοωυη· 


νν« = 2{χ + χ,,ί =* 2χ - ν,# + 2χ., = 0 ίε) 
θέλουμε: (ε) | π => α [2, - νώ 1 ίϊ (3. 1ΐ => 

6 - νο~0=^μο,~6 
Είναι και — 4 χ& »* Χο = 9 

Άμα (χ.^, V·..) — (?, 6) και η ζητούμενη Εφαπτομένη είναι ί| 

κ - 3 μ + 9 - 0 


II] Από το οημείο I. 2, Β διέρχονται οι ευθείες 
τκ — — 2πν — 1 = λ(χ+2)=>χ^ — 2 ήν»λχ+2λ+1, 


ϋ) Η κ - — 2 εφάπτεται της ν" — 4χ μόνο ον ΙΟ πύπτημα: 



κχπ διπλή λύση, Τάστο όμινς είναι αδύνατο 


ρ Αρο η χ - ·■ 2 ΰαν· βφώιπϊται της παραβολής. 

Η) Η μ = λχ Τ 2λ Τ 1 εφάπτεται της παραβολής ν' - 


μάναν άιπν 2 = ί!λ(2λ + 1} « 


«■ 2α- τ λ - | - ϋ « λ - 


] τ3 


■= 1, 1/2 


\% 


4 






' από τρ αημπο {— Ί, 1) όγονίϋι δύο Εφαπηομένΐς της 
παραβολής γ = 4κ «ου ίϊίΒο-τυτπι από τον τύπο 

V - λχ 4- 2λ + 1 
για λ = — 1 και λ = — 4 . 

Λ|)π για λ — - I η ιΐΟατιτΰμί-νη είναι η μ = — χ — I και 
για ^ ~ 2" η Εΐ Ι Η3Τπα ΐ ϋ ^ υτ ΐ *·νίπ η ν — -^- χ Η- 2 . 
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Α Θεωρούμε ι υ σύστημα 


I β,μ - γ, 

α;χ + = γ* 

ϋ 3 κ - |ίίν =- γ» 


Να αποδειχτεί Λτϊ αν,· το σύστημα είναι συμβι βαστώ τότε ίϊα 


ισχύει: 


□ ι 

□ ] 
σ» 


Ιϊι 

& 


VI 

ϊ! 

ν? 


^0 


Β. Να λαβεί το σύστημα: 


χ. - 2ν + 2ζ ~ 0 
2κ 3μ + ι = 0 
- 3:< + 2γ 4 6ζ — 0 


(I) 



Α. Θεωρία. 

Β. Τα (Σ> είναι σύστημα γραμμικό-ομογϊνές του, τύτου 3X3 
με 


Ό = 

1-22 

- —3 3 1+2 

2 1 

+ 2 2-3 


2 -3 1 

1 2 6| 

- 3 ύ 

- 3 2 


-3 2 6 





= - Ι8-£ 4 £4 4 6 Τ 8 28 = [} 
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Αρο Ε^ΙΙ ΚΰΙ άλλες λύαίΐς Ρΐ£ρϋ υιιύ ιη Ττμοφΐΐ'ϋή {0, 0, 0}. 

Εύρεση των λοιπών λύσουν: 

Ο Εϊΐαυ^ημ.&νΛς [Ήυοιίας του [XI ίϊνπι 



1 - ? 2 - Ο' 

- ■ 

I 

1 

1 - 1 2 ; 0 Η 

Μ = 

2-3 1 : 0 


— 

0 1-3:0 


- 3 2 6:0 



,0-4 12 : 0 Η 


' ΩυϊΕί: 




μ ] 

-2 2 

: Ο' 



0 

1 -3 

: 0 

ϊ 1 2 2 

1 

0 

0 0 

’ ο. 

ο 

1 

: Ο) 


(Ε)** 


* - 2α + 2κ - 0 
, V ~ 3ζ = 0 


χ = 4ζ 
V — 3ϊ 
ζ ΕΚ 


' Αρα ίο (Σ) εχο άπειρες λύσεις ΐις [4ζ, 3ϋ, ζ\ μι ζ 0^ 



Α. Έστω 5* ΐ) Ίμπικΐ'ι απάκλκιη της μππβλτντής X υυς προς 
ιιην οποία ίξΕτόζαυμε ένα δείγμα. Να αποδειχιεΙ άτι π πιπική 
■Γΐτιόκλιοη 5γ της μ£ιαθλητής 

Ψ — αΧ -ι- β Η ο, β„ Ε Κ είναι 5, - |α| 5, 


Β. ' Εστω Α — 



και I, ϋ ο μΰνυΰιαίϋΐ; κοι ο μηδε¬ 


νικός πίνακας 2 X 2 ανϊίατΰίχως- Να προσδιορίσετε το χ Ε ίΐ 
ώστε να είναι Α 3 + όΑ — 31 “ Ο. 



Α. θεωρεί 


Β. Εχουμε 


Α 3 = Α ■ Α = 


6Α ~ 


1 6χ 

\2Λ 


χ 
4 

12 ] 

- δ] 





α 


-3 


χ 3 + Β 2χ - 21 
4χ-4 ΐ | 

I «* 


-31 - 
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3(χ - 1| ίχ - 2/3)_ , \ 2 \ Λ 

— · 1 ιτη ----— | 3 γπ [χ — — ~ I 

“-Ι X - 1 ϊ~Γ ι 3 1 

'Αρα ί„( 1 > = /λ| 1 ) = 1 . 

Επομένως υπάρχει η ί' (!) και μάλιστα είναι Γ (1) - 1, 

χ. 1 5χ' + ] 

Β. Η οονάρτηπη ί(κ) = αριομίνη ατο (1, 2| 

είναι συνεχής ως πηλίκο αυμιΐχώγ ομναρτπσίίυν, 

^2 υ* — ^ 

1 Αρα υπάρχει το I — ι --ΐ3χ και υάλιοτα είναι. 

Ί χ 

1 “ I ί ϋ 5χ Η — είχ - ( χάχ — £ )' χίίχ \ I — άχ = 

Ί I X Ί ; ι ή X 

= ~·[*Ίΐ |-Ι**|ί-Μ = -] 18 - 1 > §·» « + 


+ (Ιτι2 Ιπΐ) - 4 — -V + Ιιώ - - 3 - + Ιηί. 

4 4 6 



Α. Ιιοηυ ν ε Ν με ν > 1 Θεωρούμε τη συνάρτηση Γ μτ 
ίίχϊ = χ ν . Νΰ ΟΠβ&ΙξίΓΤΕ ότι ί'ίχ) = νχ^ -1 V χ *? [β 

Β. ’Ηοτω ππνάρτηση [μ: 1(χ> — 3χ 1 — ακ' 4-βχ — 3, άπαυ 

π, β ' · ϊΐ, Αν η Τ έχει τοπικά αγιότατα στο χγ~ 3 και - — — 

9 

τότε να βρεθούν οι αριθμοί π, β 



Α. Θεωρία. 

Β Παρατηρούμε ύίΐ: 

* Τα πεδία ορισμού της ί είναι τα Α = Κ. 

* Υπάρχει η /'(*) V χ τ ίΐ και μάλιστα 

Γ(χ) - 9χ : - 2αχ + ’Ρ. 












■ Πιθανή ςικρώτατα είναι μόνο οι της Γίχ) = 0 αν 
υπάρχουν. 

• Αν η ί'(*) =0 δύο ρίφα πραγματικές και όνιπΕχ,, ικ 
κ = ρ Ετ χ - μ 2ι τόπε μ ί ατο χ - ρι και χ = ρ 2 βα έχει τόπι 
κά οκρόπατα αρού η Γ(χ} θα αΛΛάξΕί πρόοηυο ΐκατέριυϊϊίν 
τινν ρι 4 ρι. 

“Αμα η Γ οτο χ, = ] κγιι χ. = — έχει τοπική οκράτοτο 


μόνον ότπν τα χ,> χ. είναι ρίξκ; της Γ(χ] — 0 ΒϊΐλαΕή μόνο 
όταν 


χ.ι 4 X] - 
Λ 


2α 


ΐ £■ 


'2ν_± 
9 ~ 9 





α =2 

Ρ--5 


I 
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χ + Α{γ + ζ) ■ 0 

Να ΑιΦεί το σύστημα - 2γ + Α=·λχ (Σ’) 

Αχ+ν — - ζ 



χ+λγ+Αζ.·0 

(£) ** -Αχ-2μ + ζ = Ό Το σύστημα (Σ) είναι του-τύπου 
Αχ + γ + ζ-0 3x3 ομογενές 


ΥποΑογΓξ[]ΐ?μ£ ίο Ώ ϊων αγνώστων ίου. 


Ο¬ 


Ι 

-λ 

Α 


Α λ 
-2 I 
1 1 


2 I 
1 1 


-Α 


■λ 1 
Α 1 


+ Α 



~ -3 + 2Α ί + Α ? =-3 + 3Α 2 = 3 (Α 2 — 1) = 3{Α- 1)(Α + 1) 


:) =Φ Α^ ± 1. Το σύστημα έχει μόνο τη προφανή Αύσπ 

(κ. Μ~(ϋ, ο, 0) 

<ί) 0 = 0 =&Α= I Α λ = — ι 


χ + γ +1= 0 
• Α= 1: (£) « - χ-2γ + τ — 0 
χ + γ + ζ=ϋ 

χ ** - 3ί 
^ γ ■* 2ζ . 
ζ£ΙΗ 


χ + γ + τ - 0 
- χ - 2γ + τ ■= 0 
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Απειρες Λύσεις της μορφής Γ ;ίζ, 2ζ. ζ) με ζ£τΗ. 


Α-1: (II 

χ =3ζ 
» μ =2 *. 

ζΕΐϊ 


η- V ~ ζ = 0 
χ-2μ + ϊ:-0 
X + V + 2 = 0 


χ - μ — 2 = Π 
χ - 2ν + ζ - 0 




Απορες Λύσης ιτις μορφής {3ζ, 2/, ?| με ζ £: Κ 



ί] Νυ αποδειχτεί όιι κάθκ ν-οστή ρίύίΐ ΐπς μονάδας είναι της 

, Γ 2ί;π 2Ι(Π , 

μορφής- & =τ αυν-Μ π μ - , Κ€Ζ 

V ν 

ϋ:■ Νπ Λυθεί π εξίσωση στο υιίνολη ίΓ των μιγοδικών αριθμών 
ζ*+ 2ζ Γι + 2ν χ + Ξζ 1 + ζ 1 + (ϊ + 1) 2 = 0 |Ε). 



ίί θεωρία 

ίΙ) (Ε) « ζ 6 + 2ζ"' + 2ζ Α + 2τ? + ζ 2 + ζ ;: + 2*+ 1«0 ** 

+-»ζ 6 + 2ζ * + 2^1- £τ' + 2ζ έ + 2ζ + 1 - ί.] 

^ ζ 6 -1 + 2ρ' + 2ζ Α ι-2ζ : * +22 *+2^2 = 0 ** 
Μ ί* - 1) (ζ 5 +ζ 4 + ζ :! + τ :: 4 Ζ 4 1) + 

+ 2 ■ [ζ ' + /.'* + ζ , + ζ 2 +£4 1) - Ο^φ 
^( ζ & +ζ' , + ϊ !, +ζ ϊ + ζ + 1)[ι- 1+2} = 0 ** 

« ίζ Β + ζ α +ί 3 +ζ" + ΐ + 1) (ζ4ΐ) = 0 #=ν 
ζ & - 1 

(ζ +■ II =0 με ζφ I <=φ 


*"*» 1 ή ζ = — 1 β=Φ 


ϊ 6 . 

ζΦ 1 


ζ- 1 

** 1ϊ[ζ+1)=ϋ 

ζΨΐ 

ΖΚπ Ξ6ίπ , „ Λ 

« ζ = ουν ■ - +ιημ - με Ιί = 1.2,3.4.5 
& 6 
ή ζ·* -1 














ΙίΤΕ |ι; Γ | 

ζ = συν-ι-ίημ —-— με ίΐ= 1,2,3,4,5 


3 


3 

ή 2 = — 1 


'Ώνηζ π ίΚ) έχει ρίξες πς ίκι$ς μί&ς της [ϊονάδαςεκίη ΐ^ς/= 1 
και μάλιστα ϊπ ϊ [ διπλή 



I] Να αποδειχτεί άτι αν π συνάρτηση I είναι πορπγωγίσψπ σ’ 
:ένα διάστημα Δ και για κάδε χ€ώ είναι Γίχ)—0, τότε π σα¬ 
νό ρτησηι Ε είναι σταθερή στο Δ 

ΙΓ]ιΈστω ].<2 συναρτήσεις με πεδίο ορισμού ένα διάστημα Δ για 
ης οπαίες υιι αθετούμε οιι: 

Ιί· είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο Δ 
ίϊ) Γ 9' και 
|15) 0€Δ και ί(0}=3(0). 

Να δειχτεί όη: 

α) Για κάθε κ£=Δ. ί(χ} - 9 (χί - εχ όησν ε61Κ. 

0) Αν π Γ(*)-0 ί-χκι δύο ρί£κς ετεράοημες ρι. ρ^ Γ τότε η 
9(χ) ■ ίΙ έχα ι σαλάχι στα μίσ ρίζα στο κλέιπτό διάστημα 
Ιρι Ρΐΐ 



ί) Θεωρία 

II) α) ί '^^' '^· : · νχ£ώ Ε"(χ1=ρ“<χ) 

«=* ν κεδ <Πκί-9'ω) - ο ίϋ 
ν χ ^Δ ί'Ν-9'Μ = ε ^ V κ€Δ (ϊ-9Π*)~Μ' φ* 

* ί’Ε] 

V χΕΔ ίΙ - τ;) (χ.Ι ΙακΓ-0 <=> V >; Ε Α (ί ~3)ί*ί - εκ - ε^· 

V χΕΑ ίίχ] -3Ϊχ) γχ ~ ί] *·* ~3(κ) “£Κ ί-Ε] V χΕΑ {!) 

Η |1) για κ = 0 γίνεται: ί(ϋ) —<ξ(0) =£ ==> ·σ 3 = 0 

Άρα ί(χ) — β(χ) ^οί V χΕΑ. 

ΐϊί Έχσνμΐ; ί,μ συνεχείς στους Δ ως ιταραγιυγίοτμες τηο ή 
9 1 κ.1 — Ε<ν) εκ [ρι ρ,;| [ΙΑ. «φπύ ρ], ρ·.ΕΑ και Α διάστημα 
9 — συνεχής στο [ρμ ρ ? | ως άθροισμα συνεχών αναρτήσεων 
3(ΡιΗ -0Ρι 







-€Ρ2 

9ίΡ])9(Ρι1 “^ΡΐΡί^ 0 

]) αν; 9 (ρι) 0 (ρ 2 <Ο τότε σύμφωνα με το θ. του Βοΐΐΰησ υπάρ¬ 
χει ρ£(Ρΐ,Ρ 2 ): 3 ίρϊ = 0 

2) αν 9ίρ,)9(Ρί) = 0 -*ρ{ρ χ ) =0 π 3ίΡζΙ -0 
Αρη υπάρχει πάντα: ρΕ[ρι, ρ$]: 9ίρΙ=0 


ώί&εΓαι τι συνάρτασπ ί με ί<χ)=ημ | 2χ Η— 

ι 2 

π π 


ορισμού το διάστημα 


4 4 


και πεδίο 


υ) Να Βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής ηαρά- 

η 

σιααης της 1 στο σημείο χ,.,- —. 

Η· 

β' Να υπολογιστεί ιη εμβαδόν του χωρίου που περικΑείεΐυι 
από τπν παραπάνω εφαπτομένη, τη γραφική παράσταση της 
[ κπι από τους δετικούς πμιάξονες οχ, αγ. 


ί Π-. „ 

ί π _ 

— + 2χ 

= ημ ——(-2*) 

\ 2 

1 2 


: συν ί 2χ) 


συν2χ 


π π 

Τ' *4 

• V πάρχει π Πχ) V χ Ε 


π π 

Τ' Τ 


και μάλιστα 


ί'(χ> = - 2ημ2χ 


Αρα π εφαπτομένη π»ο χ. 


γ-Ι(χ^=Π^(ίί-ϊί ί ] =*ν 


η 


8 


&σ δίνεται από το τύπο. 


Λ 


~ϊ ι 


^ - 2 V Ιλ—— ] ^ 


π 

α 


=^Υ 


- 4 * 1 -- 72 »+-^ 
2 


,·Λ Π ν' 2 

=?γ = - ν2 κ +—--+ 


8 
ν’2 


8 
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2 






















ίι|χ) = συν2κ|[ΰ, η Α\ 

Γ(χ) = -ΖπμΖχ 

Γ Γ (χ) = - Ίσυνΐχ V χ £ Ο, — . 

[ 4 Η . 

Είναι άμ«ς Π&) <0 V χ£ Ο, 'Λρα η ί ατο [θ,-^- 


ατρέφΕί τα «οίΛα της προς τα καίω και η (ε) Βρίσκεται πάνω 
Ο,ηό αυτή. 


Ώστε Ε ξ - Ε,^,ο^ - Ε ε = - ■ (ΟΑ)(ΟΒ| - | συνϋχάχ - 

1 1 Γ Ι 7 * 

{ΟΑ)(ΟΒ| | πμ2« - 
* *■ I 

1 ( π 11 ΓΛ η η 1 _ ή . 

ε.— — ψ — ^2 I 1-—)-(1—0) = 

2 18 2| |Β 2) Ζ 

(έ" + γ) μον ^ ες £μ ^ αδϋύ - 
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I) Αν για τον τετραγωνικό νχν πίνακα Α ιιπάρχει ανϊίΓττραφας 
να αποβειχΒεί όιι είναι μοναδικός 


[I) Εστίβ ο πίνακας Α(χ) 


1 χ χ ? 
ϋ Ί 2κ 
0 0 1 


με κΈΚ. 


Να π,ποδειχδει ότι: 

I) Α^Κ]) - Α(Κξ) = Α)κϊ + κ^) μεχ,, και 

2} ΑίκίΑΐ - χ] = I , (], ο μοναδιαίος 3x3) 



[] Θεωρία 



Ί 

*ι 

*Γ 


1 

«β 

V 2 

*2 

ΤΙ) 1) Α(χ,)Α(χ£~ 

[) 

I 

2χι 


ο 

I 



,0 

0 

] 


,ο 

0 

1 , 



Κ]+χ 2 

I 

0 


ί*ΐ Ι·Χβ) Ε 
2 (χ, + χ 2 ) 
1 


= Λ {χ- V κ, χ ; 6 Ρ 


2) Από το προηγούμενο ί ρώτημα για Κ] κ και Χ 2 =—χ 
έχουμε 


Α(χ) Α( - χ) - Α (κ + ί-χ)) = ΑίΟ} = 


I ϋ 0 
0 1 0 
0 0 ί 


I* 




















Δίδεται ιι συί | άρτιΐίΤ!ΐ ί με ί(κ} =-χ^ \- 


2α 


4-6 (ύ, β€β) π 


οποίο μηδενίζεται στο κ : = I και παροικτιάξΕί τοπικό οκρότα- 
το στο σημείο χ Ν = 2. 
α) Νπ βρεθούν τ« π,6 

6) Νϋ 6μεΘεί ΤΟ είδος ίο*· 1 α κρότο Τομ κσι η τι μη του 


α) ΕΙ συνάρτηση ί. με ί{χ) —χ^Η—— + 9 ορίζεται στο Λ-Κ' 

κ 

>:αι παραγινγϊζετοι όυυεό υ>ς άθροισμα ποραγοτγισίμων συναρ 

2α 


τάσεων μι ιΐάμύγΐιίγο Π κι- 2χ 




Επίσης 2Είΐ’ και π ί, πγο χ 2, έχει ακρότατο. 

2α 


Αρα Γ( 2 ) = 0 =* 2 ■ 2 


2 ? 


Ε.Ϊ «ί>2α - 16 =Φα=8. 

2π 


Έ^ΓϊΡμί: []κόμπ πγΙγ> υπόθεση: ί(1) ™·0 =& 1 + —-—1-6 = 0=^ 


-ίβ- - Ι-2α= -17. 

3) ί'ίχ) = 2* — Λ ?- = 2χ —■ -- V χ Ε Ιΐ 
χ χ 

32 

Γ{χ)-2+^τ νχ€Κ' =ί> Γ(2)=6>0 1 Αρο η ί, στο 


χ.^2 έχει τοπικό ελάχιστο και η ημό του είναι ί<2} — 



Α Να ϋποδεϊξεΐΕ’ ότι: Αν οι συναρτήσεις ί,ΐ( με κοινό πεδίο 
ορισμού το διάστημα Δ είναι Νομηγωγϊπιμϊϊ; στο χ. έ^Λ. τότε 
η ουνάρτιιαη ί+ 9 είναι παρα γωγίσιμ π στο χ,.€Δ κοι 
(ί+9}'(»ο)“^(3ί·) ΉΒ'ί^ηϊ 


119 
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Β. Δίνεται π συνάρτηση ί με ϊίχ) 


3α 


+■ 1, 0<χ^2 


1-Λ^ϊ 




, χ>2 


Να ηροσΦιορίατεί γο α£ 1Η ώστε η σανάρΐηαπ να είναι συνε 
χής οτα Χ α *"2. 



Λ. θε*»ρΐα 

Β. Πεόίο ορισμού Α-(0,£]υι|2, + α>) 
2ΕΑ 

Το 2 σημεία συσσώρευσης του Α 


ί(2) 


3α „ 3α + 8 

■+1* 


8 8 

ιι«ι ί{χ) * 

Ά-Ζ I 

ΙΙπΊ ί(χ|^ ΙΙγτί. —— 

χ ζ -4 


(2-χ) 




— ]5η 


-1 


: Ιΐ ΓΠ - - 

*-ζ*{*- 2)|χ + 23ίΙ +ν' χ-ΐ) 

] 


—ί + <χ + 2)(1 + V κ _ΐ) 8 

,, . |Ε [3α I 3α + 8 

ΠΠΠ ί{χ) = ΙίΓΠ |-;- 1- 11 = —— 




■ -2 X " 


8 


Θέλουμε να είναι η ί. στο χ*2, συνεχής θα πρέπει: 

3ο+6 I 3α + 8 


Ιίαιί'ίκ)- Ιίεπ ί£χ} - ί\2) =ί> 

ι-2 4 Ν—* - 


β 8 

■ψ 3σ· =Φ □ = — 3 


8 


Να αιΐο&ειχθεϊ ότι 

α) η συναριιησπ ί με ί(χ.) -■%/* είναι γνησίως ού^ουσα στη πε- 


V* ΐ5χ 5 Λ 


δίο ορισμού της. 

»■* 1 

8) για η Ξ 1: νχ ^ 

ν'χ και 

Η ι 
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γενικές εξετάσεις 


4η Δέσμη 



I) Αν για τον τετραγωνικό νχν πίνακα Α ιιπάρχει ανϊίΓττραφας 
να αποβειχΒεί όιι είναι μοναδικός 


[I) Εστίβ ο πίνακας Α(χ) 


1 χ χ ? 
ϋ Ί 2κ 
0 0 1 


με κΈΚ. 


Να π,ποδειχδει ότι: 

I) Α^Κ]) - Α(Κξ) = Α)κϊ + κ^) μεχ,, και 

2} ΑίκίΑΐ - χ] = I , (], ο μοναδιαίος 3x3) 



[] Θεωρία 



Ί 

*ι 

*Γ 


1 

«β 

V 2 

*2 

ΤΙ) 1) Α(χ,)Α(χ£~ 

[) 

I 

2χι 


ο 

I 



,0 

0 

] 


,ο 

0 

1 , 



Κ]+χ 2 

I 

0 


ί*ΐ Ι·Χβ) Ε 
2 (χ, + χ 2 ) 
1 


= Λ {χ- V κ, χ ; 6Ρ 


2) Από το προηγούμενο ί ρώτημα για Κ] κ και Χ 2 =—χ 
έχουμε 


Α(χ) Α( - χ) - Α (κ + ί-χ)) = ΑίΟ} = 


I ϋ 0 
0 1 0 
0 0 ί 


I* 




















Δίδεται ιι συί | άρτιΐίΤ!ΐ ί με ί(κ} =-χ^ \- 


2α 


4-6 (ύ, β€β) π 


οποίο μηδενίζεται στο κ : = I και παροικτιάξΕί τοπικό οκρότα- 
το στο σημείο χ Ν = 2. 
α) Νπ βρεθούν τ« π,6 

6) Νϋ 6μεΘεί ΤΟ είδος ίο*· 1 α κρότο Τομ κσι η τι μη του 


α) ΕΙ συνάρτηση ί. με ί{χ) —χ^Η—— + 9 ορίζεται στο Λ-Κ' 

κ 

>:αι παραγινγϊζετοι όυυεό υ>ς άθροισμα ποραγοτγισίμων συναρ 

2α 


τάσεων μι ιΐάμύγΐιίγο Π κι- 2χ 




Επίσης 2Είΐ’ και π ί, πγο χ 2, έχει ακρότατο. 

2α 


Αρα Γ( 2 ) = 0 =* 2 ■ 2 


2 ? 


Ε.Ϊ «ί>2α - 16 =Φα=8. 

2π 


Έ^ΓϊΡμί: []κόμπ πγΙγ> υπόθεση: ί(1) ™·0 =& 1 + —-—1-6 = 0=^ 


-ίβ- - Ι-2α= -17. 

3) ί'ίχ) = 2* — Λ ?- = 2χ —■ -- V χ Ε Ιΐ 
χ χ 

32 

Γ{χ)-2+^τ νχ€Κ' =ί> Γ(2)=6>0 1 Αρο η ί, στο 


χ.^2 έχει τοπικό ελάχιστο και η ημό του είναι ί<2} — 



Α Να ϋποδεϊξεΐΕ’ ότι: Αν οι συναρτήσεις ί,ΐ( με κοινό πεδίο 
ορισμού το διάστημα Δ είναι Νομηγωγϊπιμϊϊ; στο χ. έ^Λ. τότε 
η ουνάρτιιαη ί+ 9 είναι παρα γωγίσιμ π στο χ,.€Δ κοι 
(ί+9}'(»ο)“^(3ί·) ΉΒ'ί^ηϊ 
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Β. Δίνεται π συνάρτηση ί με ϊίχ) 


3α 


+■ 1, 0<χ^2 


1 -Λ^ϊ 




, χ>2 


Να ηροσΦιορίατεί γο α£ 1Η ώστε η σανάρΐηαπ να είναι συνε 
χής οτα Χ α *"2. 



Λ. θε*»ρΐα 

Β. Πεόίο ορισμού Α-(0,£]υι|2, + α>) 
2ΕΑ 

Το 2 σημεία συσσώρευσης του Α 


ί(2) 


3α „ 3α + 8 

■+ 1 * 


8 8 

ιι«ι ί{χ) * 

Ά-Ζ I 

ΙΙπΊ ί(χ|^ ΙΙγτί. —— 

χ ζ -4 


(2-χ) 




— ]5η 


-1 


: Ιΐ ΓΠ - - 

*-ζ*{*- 2)|χ + 23ίΙ +ν' χ-ΐ) 

] 


—ί + <χ + 2)(1 + V κ _ΐ) 8 

,, . |Ε [3α I 3α + 8 

ΠΠΠ ί{χ) = ΙίΓΠ |-;- 1- 11 = —— 




■ -2 X " 


8 


Θέλουμε να είναι η ί. στο χ*2, συνεχής θα πρέπει: 

3ο+6 I 3α + 8 


Ιίαιί'ίκ)- Ιίεπ ί£χ} - ί\2) =ί> 

ι-2 4 Ν—* - 


β 8 

■ψ 3σ· =Φ □ = — 3 


8 


Να αιΐο&ειχθεϊ ότι 

α) η συναριιησπ ί με ί(χ.) -■%/* είναι γνησίως ού^ουσα στη πε- 


V* ΐ5χ 5 Λ 


δίο ορισμού της. 

»■* 1 

8) για η Ξ 1: νχ ^ 

ν'χ και 

Η ι 






























ο) ί, με ί{χ) = ν'* |Α“ [0. + 00) 
Εατω χ·|,χ : .6Α μι κ, #χ 2 τότ-Ε Λ = 


ί(«ι) 

Χ!-Χ 2 


ν«ι - %/*! 


(χ 1 - χ 2 ) 


— >0 


Χ| — Κγ (Χι — Χ 2 ] ίν^*1 + ν^ί) \ |Ι Χΐ + ν*2 

'Αρο ί ), οτο Α . 

ί ί 

6) * ¥χΕ[κ ( κ+ 1] 4, ί(κ)^ί(κ)^Ε(Η+ 1ί => 

<■ ί 

V* είκ -* 


*>/ϊΐ ^ ν'χ5 \ « + 1 \' |Γ »( ί^κ ΐ 


ρ κ «-1 


κ 

ρ Η * 1 


(μ +1 - κ) ν Γ κ ^ ^ =^ν'κ — 


.·κ 


ν'χ <3*. 


ί * 

I Λ 


• νχ€[κ— 1, κ] => £(«-!)<; ί{χ}^£(κ) =^ν'χ — >/χ 


V* ε]χ £ 


ι- ι 


V**! ίϋΧ "Φ 


Ν-1 


νχ ίίκ < <κ - Κ+ Ιίν'κ ^ 

κ- 1 


ν/χ ίΐχ :£·\/κ. 

" 3 

















